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recibido para la realización de esta tesis como becaria del proyecto “Mecanismos
de Promedio para Sistemas de Evolución Clásicos y Cuánticos” (Clave CONACYT:
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de los sistemas dinámicos es de gran importancia, ya que además de
su sentido abstracto, estos se encuentran relacionados con situaciones del mundo
real. Por medio de ecuaciones diferenciales es posible describir el comportamiento
de una gran cantidad de fenómenos f́ısicos, biológicos, entre otros; sin embargo, en
su mayoŕıa resulta muy dif́ıcil y a veces imposible resolver ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales de forma cuantitativa y en estos casos podemos recurrir al análisis de
sus soluciones de forma cualitativa.

El objetivo de este trabajo de tesis de licenciatura es el analizar el comportamiento
de sistemas dinámicos alrededor de puntos de equilibrio no-hiperbólicos en el plano.
En el caso hiperbólico no es complicado determinar el retrato fase alrededor del equi-
librio, ya que podemos utilizar el teorema de Hartman y Grobman, el cual establece
que el comportamiento alrededor del equilibrio está dado por la linealización del
sistema. El caso no-hiperbólico no es tan simple, por tal motivo, a lo largo de este
trabajo presentaremos un análisis detallado acerca de los distintos tipos de retrato
fase que se presentan en el plano, de acuerdo con la forma de la matriz Jacobiana
del sistema y sus respectivos valores propios.

Hemos clasificado los equilibrios aislados no-hiperbólicos en el plano en cuatro ca-
sos, para los cuales utilizaremos diversas herramientas matemáticas, como lo son
la Teoŕıa de la Variedad Central, la Teoŕıa de Formas Normales y la técnica del
Blow-up, mismas que se abordan en el caṕıtulo de Preliminares. Estas técnicas de
simplificación han sido desarrolladas para sistemas en el plano. En los caṕıtulos
posteriores se abordará cada uno de los casos de equilibrios no-hiperbólicos, po-
dremos observar que dichos equilibrios pueden resultar ser tipo foco, centro, silla,
nodos, aśı como otros tipos de comportamientos locales propios de los equilibrios
no-hiperbólicos. Asimismo, presentaremos algunos ejemplos para cada uno de los
casos, que nos permitan mostrar dichos comportamientos y el uso de los teoremas
demostrados en cada caṕıtulo.

En el Caṕıtulo 3 analizaremos el comportamiento de equilibrios cuya matriz Jaco-
biana tiene un valor propio real distinto de cero, para tal caso empleamos la teoŕıa de
la variedad central para determinar el comportamiento del equilibrio, concluyendo
tres posibles escenarios para el equilibrio: nodo, silla o silla-nodo.
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2 Introducción

El segundo caso se aborda en el Caṕıtulo 4, este caso se refiere a los puntos de
equilibrio no-hiperbólicos cuya matriz Jacobiana es la matriz cero. Hemos dividido
este caṕıtulo en dos secciones, por un lado estudiaremos el comportamiento del sis-
tema cuando el campo está formado por polinomios homogéneos del mismo grado en
ambas componentes y por otro lado, cuando estos son de grado distinto. Demostra-
remos que existen tres posibilidades para el primer tipo, es decir, el equilibrio puede
ser un nodo no-hiperbólico, en el que aparecen distintos tipos de sectores, un foco o
un centro. Mientras que para el caso en el que son de distinto grado, presentamos un
teorema, en el cual bajo ciertas hipótesis aseguramos que el equilibrio será un nodo
no-hiperbólico y además, el teorema nos permite determinar cuáles son las curvas
separatrices de cada sector y el comportamiento sobre ellas. El resultado anterior-
mente mencionado no ha sido encontrado hasta en el momento en la bibliograf́ıa con
la que contamos, por lo que esta aportación es el resultado fuerte de esta tesis.

El Caṕıtulo 5 trata sobre los equilibrios cuya matriz Jacobiana tiene dos valores
propios cero pero la matriz no es idénticamente cero. A partir de la forma normal
del sistema podemos determinar el tipo de comportamiento en una vecindad del
equilibrio mediante dos teoremas probados en este caṕıtulo, apareciendo diversos
escenarios como lo son la cúspide y el denominado punto cŕıtico con dominio eĺıptico.

El último caso, el cual son los equilibrios cuya matriz Jacobiana tiene dos valores
propios complejos puros, se ha estudiado en el Caṕıtulo 6, haciendo uso de las coor-
denadas polares podremos demostrar que existen tres tipos de comportamientos, el
foco, el centro y un caso poco frecuente, el foco-centro. Cabe mencionar que sigue
siendo un problema abierto el poder diferenciar mediante ciertas condiciones entre
un foco o un centro, escenarios que pueden presentarse en este caso.

Finalmente, hemos incluido un caṕıtulo dedicado al estudio del comportamiento de
continuos de equilibrios que pasan por el origen, ya que en los caṕıtulos previos se
tratan sólo equilibrios aislados, además del hecho de que los continuos de equilibrios
son poco tratados en la mayor parte de la literatura.

En esta tesis presentamos todos los tipos de comportamiento locales alrededor de
puntos de equilibrios no-hiperbólicos que pueden existir, por lo que en conjunto con
el teorema de Hartman y Grobman podremos determinar cualquier tipo de compor-
tamiento en una vecindad de un equilibrio aislado en el plano, estas herramientas
podŕıan ser de utilidad incluso posteriormente al momento de enfrentar análisis glo-
bales del comportamiento de las soluciones para cada sistema en el plano.



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Teoŕıa de la Variedad Central

Consideremos el sistema no lineal

ẇ = F (w), (2.1)

con w ∈ R2 y F un campo vectorial suave. Supongamos que F (0) = 0 y que DF (0) ∼(
0 0
0 λ

)
con λ un número real negativo. Por lo tanto el sistema (2.1) puede ser

representado como

ẋ = f(x, y)

ẏ = λy + g(x, y), (2.2)

donde f(0, 0) = g(0, 0) = 0 y Df(0, 0) = Dg(0, 0) = 0 y f, g ∈ Cr, con r ≥ 2.

Definición 1. Una variedad invariante será llamada variedad central para el
sistema (2.2) si puede ser representada, de manera local, como sigue

W c
loc(0) =

{
(x, y) ∈ R2 | y = h(x), |x| < δ, h(0) = 0, Dh(0) = 0

}
para δ lo suficientemente pequeña.

Observación 1. El hecho de que h(0) = 0 y Dh(0) = 0 nos asegura que la variedad
central W c(0) es tangente al eigenespacio central Ec (eigenespacio asociado al valor
propio cero).

Los siguientes tres teoremas que enunciaremos se encuentran demostrados en Carr
[1]. El primero de estos teoremas nos garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 1. Existe una Cr variedad central para el sistema (2.2). La dinámica del
sistema (2.2), restringida a la variedad central, está dada, para u suficientemente
pequeña, por la siguiente ecuación

u̇ = f(u, h(u)), (2.3)

3



4 Preliminares

El siguiente teorema establece que la dinámica de (2.3) cerca de u = 0, determina
la dinámica de (2.2) cerca de (x, y) = (0, 0).

Teorema 2.

(i) Supongamos que u = 0 es un equilibrio estable (asintóticamente estable)(inestable)
del sistema (2.3), entonces (x, y) = (0, 0) es un equilibrio estable (asintótica-
mente estable)(inestable) del sistema (2.2).

(ii) Supongamos que el equilibrio (x, y) = (0, 0) del sistema (2.2) es estable. Enton-
ces, si (x(t), y(t)) es una solución de (2.2) con (x(0), y(0)) lo suficientemente
pequeño, entonces existe una solución u(t) de (2.3) tal que

limt→∞x(t) = u(t) +O(e−γt)

limt→∞y(t) = h(u(t)) +O(e−γt),

donde γ > 0 es una constante.

Observación 2. Lo que nos dice el teorema 2 es que la solución u(t) del sistema
(2.3), representa, de manera aproximada, la proyección de la solución (x(t), y(t))
del sistema (2.2), sobre el eigenespacio Ec ∼= R.

El último teorema proporciona un método para aproximar la función h(x), cuya
gráfica es la variedad central. Antes de enunciarlo, encontraremos una ecuación di-
ferencial en derivadas parciales, cuya incógnita es justamente la función h(x).

Sea (x(t), y(t)) ∈ W c
loc(0), luego, se cumple que y(t) = h(x(t)), y derivando con

respecto al tiempo, obtenemos

ẏ = Dh(x)ẋ. (2.4)

Pero todo punto sobre la variedad central satisface la ecuación (2.2), por lo tanto,
la ecuación (2.4) es equivalente a

λh(x) + g(x, h(x)) = Dh(x)(f(x, h(x))).

Hagamos

ℵ(h(x)) ≡ Dh(x)(f(x, h(x)))− λh(x)− g(x, h(x)) = 0 (2.5)

Ahora, nuestro problema es encontrar h(x) tal que satisfaga (2.5). La solución de
esta ecuación en derivadas parciales es un problema más complejo que resolver el
sistema (2.2), sin embargo, el siguiente teorema nos permitirá aproximar la solución
de (2.5) con el grado de presición que se desee.
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Teorema 3. Sea φ : R → R de clase C1, con φ(0) = Dφ(0) = 0 tal que ℵ(φ(x)) =
O(|x|q) cuando x→ 0, para algún q > 1. Entonces

|h(x)− φ(x)| = O(|x|q) cuando x→ 0.

2.2. Teoŕıa de Formas Normales

El Teorema de Hartman-Grobman nos muestra que en una vecindad de un equilibrio
hiperbólico, el comportamiento cualitativo de un sistema no lineal

ẋ = f(x), (2.6)

donde x ∈ R2, está determinado por su parte lineal. La parte lineal de (2.6) puede
ser escrita en su forma de Jordan ẋ = Jx, lo que hace sencillo resolver el sistema. El
Teorema Local de la Variedad Central de la sección anterior nos muestra que, en una
vecindad de un punto de equilibrio no-hiperbólico, determinar el comportamiento
de (2.6) puede reducirse al problema de determinar el comportamiento del sistema
no lineal

ẋ = Jx+ F (x) (2.7)

en la variedad central. La Teoŕıa de Formas Normales nos permite simplificar la
parte no lineal, F (x) de (2.7) con la finalidad de analizar estos casos, tan fácil como
sea posible. Este objetivo se logra si hacemos una transformación de coordenadas
no lineal de la forma

x = y + h(y), (2.8)

donde h(y) = O(|y|2) cuando |y| → 0. Ilustraremos esta idea mediante el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1. La parte lineal del sistema

ẋ1 = x2 + ax21

ẋ2 = x21 + ex1x2 + x31,

alrededor del origen, se encuentra ya en forma de Jordan, aśı la matriz asociada al
sistema es

J =

(
0 1
0 0

)
.

Para este caso tenemos dos valores propios cero.
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Con la finalidad de reducir el sistema de este ejemplo a su forma normal, hagamos

x = y +

(
0
−ay21

)
,

es decir, hacemos x1 = y1 y x2 = y2 − ay21 o, equivalentemente y2 = x2 + ax21. Bajo
esta transformación de coordenadas no lineal, el sistema se trasforma como sigue

ẏ1 = ẋ1 = x2 + ax21 = y2 − ay21 + ay21 = y2

ẏ2 = ẋ2 + 2ax1ẋ1 = y21 + ey1(y2 − ay21) + y31 + 2ay1y2

= y21 + (e+ 2a)y1y2 + (1− ae)y31

Por lo tanto, el sistema bajo el cambio de coordenadas es

ẏ1 = y2

ẏ2 = y21 + (e+ 2a)y1y2 + (1− ae)y31

Definición 2. Sean ẋ = f(x) con flujo ϕt, y ẋ = g(x) con flujo ψt. Diremos que los
sistemas (ó los flujos) son topológicamente conjugados, si existe un difeomorfis-
mo h : R2 → R2 tal que

h(ϕt(x)) = ψt(h(x)).

Los dos sistemas en el ejemplo anterior son topológicamente conjugados y por lo
tanto ambos tienen el mismo comportamiento cualitativo en una vecindad del ori-
gen.

El método para reducir el sistema (2.7) a su forma normal por medio de un cambio
de coordenadas cercano a la identidad de la forma (2.8) fue originado en la tesis
doctoral de Poincaré.

Si reescribimos el sistema (2.7), de acuerdo a la serie de Taylor como

ẋ = Jx+ F2(x) + F3(x) + ...,

cuando |x| → 0, donde Fr : R2 → R2 es un campo vectorial cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado r. Supongamos que el campo f posee términos no
lineales de grado r en adelante, es decir,

ẋ = Jx+ Fr(x) + Fr+1(x) + . . . . (2.9)

Consideremos el cambio de coordenadas cercano a la identidad

x = y + hr(y), (2.10)

donde hr : R2 → R2 es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado r. El objetivo es encontrar hr tal que el sistema (2.9) en el
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cambio de coordenadas no posea términos de grado r. Usando la regla de la cadena
en (2.10), obtenemos

ẋ = ẏ +Dh(y)ẏ

= [I +Dh(y)]ẏ (2.11)

cuando |y| → 0, pero I + Dhr(y) es una matriz cercana a la identidad, invertible,
tal que

(I +Dhr(y))−1 = I −Dhr(y) + (Dhr(y))2 + . . . , (2.12)

luego, de (2.11) se sigue que

ẏ = (I +Dhr(y))−1ẋ

=
(
I −Dhr(y) + (Dhr(y))2 + . . .

)
(Jx+ Fr(x) + Fr+1(x) + . . .) ,

pero Fr(y + hr(y)) = Fr(y) +DFr(y)hr(y) + . . ., entonces

ẏ = =
(
I −Dhr(y) + (Dhr(y))2 + . . .

) (
J(y + hr(y)) + Fr(y) +O(|y|r+1)

)
= Jy + (Fr(y) + Jhr(y)−Dhr(y)Jy) +O(|y|r+1)

= Jy + F̃r(y) +O(|y|r+1), (2.13)

donde

F̃r(y) = Fr(y)− (Dhr(y)Jy − Jhr(y)) (2.14)

Observación 3. Observemos que si el campo vectorial f posee términos no lineales
a partir de orden r, entonces el cambio de coordenadas x = y + hr(y) produce un
nuevo campo vectorial también con términos no lineales a partir de orden r.

Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de hr tal que F̃r = 0.
Considere el espacio vectorial Hr de los campos vectoriales cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado r, y sea LJ : Hr → Hr el operador lineal dado por

LJ(hr(y)) = Dhr(y)Jy − Jhr(y),

tal operación se conoce como el paréntesis de Lie entre los campos vectoriales Jy
y hr(y). Basta probar que LJ es invertible, ya que F̃r = 0 ⇔ hr(y) = L−1J (Fr(y)).
Ahora bien, LJ será invertible si y sólo si todos sus valores propios son diferentes de
cero. Procederemos entonces a calcular sus valores propios.

Supongamos que J posee dos valores propios reales diferentes, y como esta en forma
de Jordan, entonces es diagonal, y además sus vectores propios son los elementos
de la base canónica en R2, e1 y e2. Regresemos ahora al espacio vectorial Hr y
tratemos de ubicar su base canónica. Por ejemplo para r=2, la base canónica posee
seis elementos

BH2 =

{(
y21
0

)
,

(
y1y2

0

)
,

(
y22
0

)
,

(
0
y21

)
,

(
0

y1y2

)
,

(
0
y22

)}
.
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Si definimos ym = ym1
1 ym2

2 , con m1 +m2 = 2 y mi ≥ 0, entonces

BH2 = {ymei|m1 +m2 = 2, i = 1, 2} .

Ahora bien,
LJ(ymei) = D(ymei)Jy − J(ymei),

y Jy =

(
λ1y1
λ2y2

)
, por lo tanto, si tomamos e1

D(yme1)Jy = D

(
ym1ym2

0

)
Jy

=

( m1
y1
ym m2

y2
ym

0 0

)
Jy

=

( m1
y1
ym m2

y2
ym

0 0

)(
λ1y1
λ2y2

)
=

(
m1λ1y

m +m2λ2y
m

0

)
Análogamente para e2. Por lo tanto,

D(ymei)Jy = (m · λ)ymei

donde m = (m1,m2) y λ = (λ1, λ2). Tenemos entonces que

LJ(ymei) = D(ymei)Jy − J(ymei)

= (m · λ)ymei − λiymei
= (m · λ− λi)ymei,

es decir, ymei es un vector propio de LJ con valor propio

Λm,i = (m · λ)− λi. (2.15)

Luego, LJ será invertible si y sólo si Λm,i 6= 0 para toda m y toda i = 1, 2. Esto nos
lleva al siguiente concepto,

Definición 3. Diremos que la dupla de valores propios λ = (λ1, λ2) es resonante
de orden r si es posible encontrar una relación entera de la forma

λi = m1λ1 +m2λ2

para algún m con m1 +m2 = r, y alguna i = 1, 2.

Observación 4. Puede probarse que la expresión (2.15) también es válida para el
caso en que J no es diagonal.

Tenemos entonces probado el teorema de linealización de Poincaré,
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Teorema 4. (Poincaré) Si los valores propios de la matriz J son no resonantes,
entonces el sistema no lineal

ẋ = Jx+ . . .

puede ser reducido al sistema lineal

ẏ = Jy

por un cambio formal de coordenadas x=y+. . . .

Veamos como determinar hr tal que F̃r = 0, es decir, determinar hr tal que LJ(hr(y)) =
Fr(y). Expresemos hr y Fr en términos de los vectores canónicos de Hr,

hr(y) =
∑
m,i

hm,iy
mei

Fr(y) =
∑
m,i

Fm,iy
mei,

con m1 +m2 = r, luego,

LJ(hr(y)) = LJ

∑
m,i

hm,iy
mei


=

∑
m,i

hm,iLJ(ymei)


=

∑
m,i

hm,i(m · λ− λi)ymei.

Ahora bien, LJ(hr(y)) = Fr(y) si y sólo si

hm,i =
Fm,i

(m · λ− λi)
. (2.16)

Como los valores propios de J son no resonantes, la expresión anterior siempre tiene
sentido.

Consideremos ahora el caso en el que ocurre resonancia, es decir, el caso en que al-
gunos valores propios Λm,i de LJ son cero. Los vectores propios de LJ que provienen
de valores propios diferentes de cero forman una base de la imagen Br = LJ(Hr).
Sea Fr ∈ Hr, luego, las componentes de F r que estén en Br pueden ser aniquilados
mediante el cambio de coordenadas x = y + hr(y), donde hr se escoge de acuerdo
a la fórmula (2.16). Las componentes wr de Fr que pertenezcan a algún subespa-
cio complementario, Gr, de Br, permanecerán sin cambio mediante el cambio de
coordenadas x = y + hr(y) obtenido de Br. Aśı que estos términos resonantes per-
manecerán en el nuevo campo vectorial. Esto nos prueba el siguiente teorema.
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Teorema 5. (Teorema de Poincaré-Dulac) Considere el sistema no lineal,

ẋ = f(x), (2.17)

con x ∈ R2, f(0) = 0 y f un campo vectorial suave. Existe una transformación
polinomial x = y + h(y), tal que transforma el sistema (2.17) en

ẏ = Jy +

N∑
r=2

wr(y) +O(|y|N+1), (2.18)

donde todos los monomios en wr(y) son resonantes. El lado derecho de (2.18) es
llamado la forma normal del campo f .

2.2.1. Caso nilpotente

En esta sección presentaremos la forma normal para el siguiente sistema no lineal
en el plano

ẋ = Jx+ F2(x) + F3(x) + . . . , (2.19)

con J =

(
0 1
0 0

)
, cuando |x| → 0, donde Fr : R2 → R2 con r = 2, 3, . . . es un

campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos de grado r. Comen-
zaremos a eliminar los términos no resonantes de grado dos, mediante el cambio de
coordenadas x = y + h2(y), de (2.14) tenemos que

F̃2(y) = F2(y) + Jh2(y)−Dh2(y)Jy

=

(
F21(y)
F22(y)

)
+

(
h22(y)

0

)
−

(
∂h21(y)
∂y1

∂h21(y)
∂y2

∂h22(y)
∂y1

∂h22(y)
∂y2

)(
y2
0

)

=

(
F21(y) + h22(y)− y2 ∂h21(y)∂y1

F22(y)− y2 ∂h22(y)∂y1

)
=

(
F̃21(y)

F̃22(y)

)
Observe que

F̃21 ≡ 0⇔ h22(y) = y2
∂h21(y)

∂y1
− F21(y).

Luego,

F̃22(y) = F22(y)− y2
(
y2
∂2h21(y)

∂y21
− ∂F21(y)

∂y1

)
=

(
F22(y) + y2

∂F21(y)

∂y1

)
− y22

(
∂2h21(y)

∂y21

)
,

pero si h21(y) = α1y
2
1 +α2y1y2 +α3y

2
2 entonces ∂2h21(y)

∂y21
= 2α1, aśı que sólo podemos

eliminar los términos y22, por lo tanto finalmente obtenemos que

F̃22(y) = α̃1y
2
1 + α̃2y1y2 (2.20)
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para algún α̃1 y α̃2 en R.

Para eliminar los términos cúbicos se procede de manera análoga, proponiendo el
cambio de coordenadas x = y + h3(y) con h3(y) homogénea de grado 3 (notemos
que esta no es la x inicial sino que hemos renombrado), seguimos el mismo camino
obteniendo

F̃3(y) =

(
F31(y) + h32(y)− y2 ∂h31(y)∂y1

F32(y)− y2 ∂h32(y)∂y1

)
=

(
F̃31(y)

F̃32(y)

)
.

Nuevamente hacemos h32(y) = y2
∂h31(y)
∂y1

−F31(y), para que F̃31(y) ≡ 0, luego enton-
ces

F̃32(y) =

(
F32(y) + y2

∂F31(y)

∂y1

)
− y22

∂2h31(y)

∂y21
,

por otro lado si h31(y) = β1y
3
1 + β2y

2
1y2 + β3y1y

2
2 + β4y

3
2 entonces y22

∂2h31(y)
∂y21

=

6β1y1y
2
2 + 2β2y

3
2 por lo que podemos eliminar los términos y1y

2
2 y y32, por lo tanto,

F̃32(y) = β̃1y
3
1 + β̃2y

2
1y2. (2.21)

para algún β̃1 y β̃2 en R.

En general, los nuevos términos de orden r bajo el cambio de coordenadas son

F̃r(y) = Fr(y) + Jhr(y)−Dhr(y)Jy

=

(
Fr1(y)
Fr2(y)

)
+

(
hr2(y)

0

)
−

(
∂hr1(y)
∂y1

∂hr1(y)
∂y2

∂hr2(y)
∂y1

∂hr2(y)
∂y2

)(
y2
0

)

=

(
Fr1(y) + hr2(y)− y2 ∂hr1(y)∂y1

Fr2(y)− y2 ∂hr2(y)∂y1

)
=

(
F̃r1(y)

F̃r2(y)

)
,

observemos que

F̃r1(y) ≡ 0⇔ hr2(y) = y2
∂hr1(y)

∂y1
− Fr1(y),

en consecuencia,

F̃r2(y) =

(
Fr2(y) + y2

∂Fr1(y)

∂y1

)
− y22

∂2hr1(y)

∂y21
,

si hr1(y) = α1y
r
1 + α2y

r−1
1 y2 + . . .+ αry1y

r−1
2 + αr+1y

r
2 entonces

y22
∂2hr1(y)

∂y21
= y22

(
r(r − 1)α1y

r−2
1 + (r − 1)(r − 2)α2y

r−3
1 y2 + . . .+ 2αr−1y

r−2
2

)
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por lo que finalmente tenemos que los nuevos términos de orden r al eliminar los
términos no resonantes son

F̃r(y) =

(
0

α̃1y
r
1 + α̃2y

r−1
1 y2

)
para algún α̃1 y α̃2 en R.

Por lo tanto, una vez que hemos eliminado todos los términos no resonantes hasta
orden r, la forma normal del sistema (2.19) es

ẏ1 = y2 +H(y) (2.22)

ẏ2 =
r∑

k=2

(
aky

k
1 + bky

k−1
1 y2

)
+O(|y|r+1) (2.23)

donde la función H(y) contiene términos de orden r + 1 en adelante. Notemos que
los términos remanentes de ẏ2 en (2.23) se pueden reescribir como

O
(
|y|r+1

)
= β1y

r+1
1 + β2y

r
1y2 + y22 (g1(y))

+ γ1y
r+2
1 + γ2y

r+1
1 y2 + y22 (g2(y))

+ . . .

para algunos gi(y). Por lo que podemos reescribir el sistema (2.23) como

ẏ1 = y2 +H(y)

ẏ2 =
∞∑
k=2

(
aky

k
1 + bky

k−1
1 y2

)
+ y22G(y) (2.24)

Si consideramos ahora el cambio de coordenadas z1 = y1 y z2 = y2+H(y), obtenemos

ż1 = ẏ1 = y2 +H(y) = z2

ż2 = ẏ2 +DH(y)ẏ

= ẏ2 +
∂H(y)

∂y1
ẏ1 +

∂H(y)

∂y2
ẏ2

observemos que el término ∂H(y)
∂y1

ẏ1 + ∂H(y)
∂y2

ẏ2 = O(|y|r+1) por lo que simplemente

reagrupamos estos términos con los de ẏ2, es decir, los términos en yk1 en la pri-
mer sumatoria, los términos en yk−11 y2 en la segunda, y podemos sacar como factor
común y22 del remanente.

Tenemos finalmente la forma normal del sistema (2.19), esta es:

ż1 = z2

ż2 =
∞∑
k=2

(
akz

k
1 + bkz

k−1
1 z2

)
+ z22R(z) (2.25)

donde R : R2 → R2 es una función anaĺıtica en una vecindad del origen.
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2.2.2. Caso valores propios complejos puros

Determinaremos ahora la forma normal del campo vectorial(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 −ω0

ω0 0

)(
x
y

)
+

(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
(2.26)

Observemos que la matriz Jacobiana del sistema (2.26) tiene los valores propios
imaginarios λ = iω0 y su conjugado λ̄. Cuando tenemos valores propios complejos,
es conveniente cambiar de variables para representar la Jacobiana en forma diagonal
procediendo de la siguiente manera. Introducimos la variables complejas z = x+ iy
y z̄ = x− iy, es decir,

(
z
z̄

)
=

(
1 i
1 −i

)(
x
y

)
y

(
x
y

)
=

1

2

(
1 1
−i i

)(
z
z̄

)
De lo anterior y (2.26) tenemos

ż = ẋ+ iẏ

= −ω0y + f1(x, y) + iω0x+ if2(x, y)

= −ω0

(
1

2
[−iz + iz̄]

)
+ f1(z, z̄) + iω0

(
1

2
[z + z̄]

)
+ if2(z, z̄)

= iω0z + F1(z, z̄)

˙̄z = ẋ− iẏ
= −ω0y + f1(x, y)− iω0x− if2(x, y)

= −ω0

(
1

2
[−iz + iz̄]

)
+ f1(z, z̄)− iω0

(
1

2
[z + z̄]

)
− if2(z, z̄)

= −iω0z̄ + F2(z, z̄)

por lo que obtenemos(
ż
˙̄z

)
=

(
iω0 0
0 −iω0

)(
z
z̄

)
+

(
F1(z, z̄)
F2(z, z̄)

)
,

donde F1 = f1 + if2 y F2 = f1 − if2 = F̄1. Entonces

ż = λz + F1(z, z̄)

˙̄z = λ̄z̄ + F̄1(z, z̄).

Observemos que la segunda ecuación es conjugada de la primera. Procedamos a
buscar términos resonantes de orden r, es decir, busquemos m e i en la ecuación
(2.15) tal que Λm,i = 0. Luego, se sigue que

m1λ+m2λ̄ = λi ⇔ (m1 −m2)λ = λi,
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con λ1 = λ y λ2 = λ̄, además m1+m2 = r. Para i = 1, la ecuación anterior se reduce
a m1−m2 = 1, por lo tanto, los términos resonantes son zk+1z̄ke1, para k = 1, 2, . . .
Para i = 2, tenemos la ecuación m1 − m2 = −1, aśı que los términos resonantes
son zkz̄k+1e2, para k = 1, 2, . . . En consecuencia, la forma normal del sistema en
variables complejas , está dado por

ż = λz +

∞∑
k=1

ckz
k+1z̄k

˙̄z = λ̄z̄ +

∞∑
k=1

c̄kz
kz̄k+1

Ahora pasemos el sistema nuevamente a variables real, pero antes observe que, si
ck = αk + iβk, entonces

ckz
k+1z̄k = ckz(zz̄)

k

= (αk + iβk)(x+ iy)(x2 + y2)k

= ((αkx− βky) + i(βkx+ αky))(x2 + y2)k.

Usando los cambios de coordenadas anteriores, obtenemos(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 −ω0

ω0 0

)(
x
y

)
+

(
1
2(F(z, z̄) + F̄(z, z̄))
i
2(−F(z, z̄) + F̄(z, z̄))

)
,

donde F(z, z̄) =
∑∞

k=1 ckz
k+1z̄k. Ahora bien,

1

2
(F(z, z̄) + F̄(z, z̄)) = Re(F(z, z̄)) =

∞∑
k=1

(αkx− βky)(x2 + y2)k,

i

2
(−F(z, z̄) + F̄(z, z̄)) = Im(F(z, z̄)) =

∞∑
k=1

(βkx+ αky)(x2 + y2)k,

por lo que tenemos(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 −ω0

ω0 0

)(
x
y

)
+

( ∑∞
k=1(αkx− βky)(x2 + y2)k∑∞
k=1(βkx+ αky)(x2 + y2)k

)
,

es decir,

ẋ = −ω0y +
∞∑
k=1

(αkx− βky)(x2 + y2)k

ẏ = ω0x+

∞∑
k=1

(βkx+ αky)(x2 + y2)k

Finalmente pasamos el sistema a coordenadas polares
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ṙ =
1

r
(xẋ+ yẏ)

=
1

r

(
−ω0xy +

∞∑
k=1

(αkx
2 − βkxy)(x2 + y2)k + ω0xy +

∞∑
k=1

(βkxy + αky
2)(x2 + y2)k

)

=
1

r
(
∞∑
k=1

αk(x
2 + y2)k+1)

=

∞∑
k=1

αkr
2k+1

θ̇ =
1

r2
(xẏ − yẋ)

=
1

r2

(
ω0x

2 +

∞∑
k=1

(βkx
2 + αkxy)(x2 + y2)k + ω0y

2 −
∞∑
k=1

(αkxy − βky2)(x2 + y2)k

)

=
1

r2
(ω0(x

2 + y2) +
∞∑
k=1

αk(x
2 + y2)k+1)

= ω0 +
∞∑
k=1

βkr
2k

Por lo tanto la forma normal del sistema (2.26) en coordenadas polares esta dada
por

ṙ =

∞∑
k=1

αkr
2k+1

θ̇ = ω0 +

∞∑
k=1

βkr
2k. (2.27)

2.3. Técnicas de Blow-up en R2

Las técnicas de Blow-up involucran cambios de coordenadas que expanden un punto
de equilibrio no-hiperbólico, suponiendo que el equilibrio es el origen, en una cur-
va donde se encuentra un número de singularidades. El tipo topológico para cada
una de estas singularidades se determina usando el teorema de Hartman-Grobman.
Los cambios de coordenadas usados son singulares en el punto de equilibrio ya que
asignan una curva a un punto. Por otro lado también son difeomorfismos. En otras
palabras, esta técnica nos permite analizar el comportamiento del origen al hacer
una expansión o inflado del mismo, por ejemplo a una circunferencia, analizando en
ella las singularidades y su comportamiento para posteriormente contraer la curva
nuevamente el origen y obtener aśı su retrato fase. El ejemplo más sencillo y conocido
es el de las coordenadas polares en el plano.
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Blow-up Polar:

La ecuación diferencial ẋ = X(x), x ∈ R2 se expresa fácilmente en coordenadas
polares (r, θ) para obtener

ṙ = Xr(r, θ), θ̇ = r−1Xθ(r, θ), (2.28)

donde X = Xrer + Xθeθ y er, eθ son vectores unitarios radial y angular,
respectivamente. Esta forma puede ser considerada como la definición de una
ecuación diferencial en un medio cilindro o, equivalentemente, en un plano
perforado, como podemos apreciar en la figura (2.1). Bajo estas condiciones,
las coordenadas polares usuales corresponden al caso especial en el que el
ćırculo con r = 0 es enviado al origen y el medio cilindro, R+×S1, es enviada
bajo un difeomorfismo a R2 \{0}. En coordenadas cartesianas, la función logra
esto es

φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ)

y φ−1 podemos verla como un blow-up del origen del plano a el ćırculo r = 0.

Figura 2.1: Equivalencia entre el medio cilindro y el plano agujereado: g es un di-
feomorfismo, por ejemplo g = er(cos θ, sin θ). El plano polar corresponde al caso
φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ).

Es importante que notemos que no siempre podemos estudiar el ćırculo r = 0
directamente. Observemos que si DlX(0) = 0, l ≤ k y Dk+1X(0) 6= 0 entonces
el sistema es de la forma

ẋ1 = α0x
k+1
1 + α1x

k
1x2 + . . .+ αk+1x

k+1
2 +O(|x|k+2)

ẋ2 = β0x
k+1
1 + β1x

k
1x2 + . . .+ βk+1x

k+1
2 +O(|x|k+2),
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en consecuencia,

rṙ = x1ẋ1 + x2ẋ2

= x1

(
α0x

k+1
1 + . . .+ αk+1x

k+1
2 + . . .

)
+x2

(
β0x

k+1
1 + β1x

k
1x2 + βk+1x

k+1
2 + . . .

)
= rk+2R(r, θ)

r2θ̇ = x1ẋ2 − x2ẋ1
= x1

(
β0x

k+1
1 + . . .+ βk+1x

k+1
2 + . . .

)
−x2

(
α0x

k+1
1 + α1x

k
1x2 + αk+1x

k+1
2 + . . .

)
= rk+2Q(r, θ),

por lo tanto, ẋ = X(x) tiene la forma polar

ṙ = rk+1R(r, θ)

θ̇ = rkQ(r, θ),

por lo que no podemos obtener información haciendo r = 0 directamente. Sin
embargo, notemos que las curvas solución del sistema anterior están dadas por

dr

dθ
=
rR(r, θ)

Q(r, θ)

para r > 0. Es decir, las curvas solución son las mismas curvas solución del
sistema

ṙ = rR(r, θ)

θ̇ = Q(r, θ),

obtenido dividiendo por rk. Más aún, como rk > 0, la orientación de las tra-
yectorias es la misma. En general, Q(0, θ) 6= 0 y podemos usar el teorema de
Hartman y Grobman para estudiar los puntos de equilibrio del nuevo sistema
en la circunferencia expandida r = 0. Si todos estos puntos son hiperbólicos,
podemos obtener el retrato fase local de ẋ = X(x) en x = 0 contrayendo nue-
vamente el la circunferencia r = 0 al origen, de lo contrario será necesario que
utilicemos otros blow-up o cálculos de formas normales.

Ejemplo 2. Utilizaremos el blow-up polar para determinar el retrato fase al-
rededor del origen del siguiente sistema

ẋ = x2 − 2xy

ẏ = y2 − 2xy, (2.29)
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el sistema en coordenadas polares es

ṙ = r2(cos3 θ − 2 cos2 θ sin θ − 2 cos θ sin2 θ + sin3 θ) = r2R(r, θ)

θ̇ = 3r cos θ sin θ(sin θ − cos θ) = rQ(r, θ).

Observemos que el sistema es topológicamente equivalente a

ṙ = rR(r, θ) = X̂1

θ̇ = Q(r, θ) = X̂2,

haciendo r = 0 obtenemos los puntos cŕıticos del sistema los cuáles son θ = 0,
π, π/2, 3π/2, π/4 y 5π/4, y gracias al teorema de Hartman y Grobman pode-
mos determinar el comportamiento en cada uno de estos puntos, por ejemplo
para θ = 0 tenemos

DX̂(0) =

(
1 0
0 −3

)
por lo que el punto (r, θ) = (0, 0) es un equilibrio tipo silla con la variedad
inestable tangente a la dirección radial, el resto de los equilibrios pueden ob-
servarse en la figura (2.2). Finalmente, contraemos el ćırculo r = 0 al origen
para obtener el retrato fase mostrado en la figura (2.3).

Figura 2.2: Blow-up polar ejemplo (2.29). Figura 2.3: Retrato fase de (2.29).

Blow-up Direccional:

Considere la función F : R× (−π/2, π/2)→ R2, definida por

F (r, θ) = (r cos θ, tan θ) = (u, v)

esta función es un difeomorfismo, observemos que

DF (r, θ) =

(
cos θ −r sin θ

0 sec2 θ

)



2.3 Técnicas de Blow-up en R2 19

con el determinante sec θ 6= 0 para θ ∈ (−π/2, π/2). Más aún, tenemos que
F lleva la media circunferencia {(r, θ)| r = 0, − π/2 < θ < π/2} en el eje v
con el punto θ = 0 en el origen del plano u-v. Notemos que DF (0, 0) = I
entonces la parte lineal de campo X será la misma en las coordenadas (r, θ) y
(u, v). Se sigue que podemos obtener la linealización de X en el punto θ = 0
en la circunferencia r = 0 considerando la parte lineal de X en el origen del
plano u-v. Dicha linealización puede ser obtenida directamente de la forma
cartesiana de ẋ = X(x). El cambio de coordenadas (u, v) → (x, y) esta dado
por la función ψ = φ · F−1, donde

ψ(u, v) = (x, y) = (r cos θ, r sin θ) = (u, uv).

Si restringimos a u > 0, ψ nos da un difeomorfismo en el semiplano x > 0. El
cambio de coordenadas (x, y) → (u, v) es llamado el blow-up en la dirección
x, ya que nos conduce a información sobre la singularidad en la circunferencia
r = 0 en θ = 0, es decir, en el eje x positivo.

El sistema ẋ = X1(x, y), ẏ = X2(x, y) bajo el cambio de coordenadas es

u̇ = X̃1(u, v) = X1(u, uv)

v̇ = X̃2(u, v) =
1

u
[X2(u, uv)− vX1(u, uv)] .

Además como en el blow-up polar si DlX̃(0) = 0, l ≤ k y Dk+1X̃(0) 6= 0,
dividimos el sistema anterior por factores |u|k.

Con una transformación similar obtenemos un blow-up en la dirección y a fin
de que adquiramos información en r = 0 y θ = π/2. El cambio de coordenadas
que requerimos es

(x, y) = ψ̃(u, v) = (uv, v)

mientras que el campo bajo la transformación esta dado por

u̇ = X̃1(u, v) =
1

v
[X1(uv, v)− uX2(uv, v)]

v̇ = X̃2(u, v) = X2(uv, v).

En ocasiones puede resultarnos más conveniente usar un blow-up direccional
para investigar las singularidades en la circunferencia r = 0 en las direcciones
x e y, incluso cuando es necesario aplicar la técnica repetidas ocasiones.

Ejemplo 3. Consideremos nuevamente el sistema (2.29) y hagamos uso del
blow-up direccional en la dirección x. Por lo que bajo el cambio de coordenadas
obtenemos el sistema

u̇ = u2 − 2u2v

v̇ =
1

u
(u2v2 − 2u2v − v(u2 − 2u2v)),
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dividiendo entre u el sistema que se obtiene es

u̇ = u− 2uv

v̇ = 3v(v − 1).

Calculamos la matriz Jacobiana

DX̃(u, v) =

(
1− 2v −2u

0 −3 + 6v

)

y evaluando en los puntos de equilibrio tenemos

DX̃(0, 0) =

(
1 0
0 −3

)
y DX̃(0, 1) =

(
−1 0

0 3

)
por lo que ambos puntos son tipo silla como se observa en la figura (2.4),
lo cual al contraer la recta al origen confirma el retrato fase obtenido con el
blow-up polar.

Figura 2.4: Blow-up dirección x del sistema (2.29).

Los anteriores son llamados blow-ups homogéneos, a continuación mostraremos
un tipo diferente a los presentados, los cuales pueden resultar de gran ayuda,
los blow-ups quasi-homogéneos.

Blow-ups Quasi-homogéneos:

Aunque el método de blow-ups homogéneos sucesivos es suficiente para estu-
diar puntos de equilibrio aislados en un campo vectorial, nos resultará mucho
más eficiente incluir blow-ups quasi-homogéneos.
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Sea el origen un punto de equilibrio de un campo vectorial suave X ∈ R2.
Consideremos la función

φ : S1 × R → R2

(θ, r) 7→ (rα cos θ, rβ sin θ),

para alguna pareja (α, β) ∈ N× N adecuada con α, β ≥ 1. Exactamente como
en el caso homogéneo, cuando (α, β) = (1, 1) podemos definir un campo vec-
torial de acuerdo a un cambio de coordenadas y posteriormente dividirlo por
rk, para algún k ∈ N con k ≥ 1, con la finalidad de que obtengamos un nuevo
campo lo menos degenerado posible sobre el ćırculo invariante S1 × {0}.

Los blow-ups quasi-homogéneos más utilizados en la práctica son:

• Dirección x positiva (x̄, ȳ) 7→ (x̄α, x̄β ȳ).

• Dirección x negativa (x̄, ȳ) 7→ (−x̄α, x̄β ȳ).

• Dirección y positiva (x̄, ȳ) 7→ (x̄ȳα, ȳβ).

• Dirección y positiva (x̄, ȳ) 7→ (x̄ȳα,−ȳβ).

estos cambios de coordenadas nos llevan a otro sistema, el cual posteriormente
dividiremos según nos convenga para llevar a cabo nuestro análisis y finalmen-
te contraer el espacio para obtener el retrato fase para el sistema original.

Ejemplo 4. Consideremos el blow-up en la dirección x positiva:

x = u2

y = uk+1v (2.30)

éste se obtiene mediante la función ψ : R2 → R2 definida como

ψ(u, v) = φ ◦ F−1(u, v) = (u2, uk+1v)

donde F : (−π
2 ,

π
2 )× R→ R2 se define como

F (θ, r) =

(
r
√

cos θ,
sin θ

(cos θ)
k+1
2

)

y φ : (−π
2 ,

π
2 )× R→ R2 la definimos por

φ(θ, r) =
(
r2 cos θ, rk+1 sin θ

)
.

Notemos que si tomamos r0 en el plano θ-r, si hacemos que θ → −π
2 , F (θ, a, ) →

(0,−∞), mientras que si θ → π
2 , F (θ, 0)→ (0,∞), además observemos que F (0, r0)→

(r0, 0), por lo que si r0 > 0 la curva se encuentra en semiplano u-positivo y si r0 < 0
se encuentran en el negativo. Finalmente, veamos que si r0 = 0, obtenemos el eje
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u = 0 al aplicar la transformación F .

Ahora, recordemos que en el plano x-y solo consideramos r ≥ 0. Bajo esta con-
sideración tenemos φ(θ, 0) = (0, 0) y al aplicar φ para r0 > 0 tenemos φ(θ, r) =(
r20 cos θ, rk+1

0 sin θ
)

, las cuales son medias elipses en el semiplano x positivo.

De este modo, al pasar del plano u-v a x-y, se pierde el semiplano izquierdo en u-v
ya que este corresponde a r < 0. Por lo que este blow-up nos define el retrato fase
en el semi plano x positivo.

El diagrama de la figura (2.5) muestra como se transforman rectas del plano θ-r,
bajo las transformaciones F y φ.

Figura 2.5: Blow-up dirección x positiva.

Análogamente al caso anterior tenemos el blow-up en la dirección x negativa.

Ejemplo 5. Consideremos el blow-up en la dirección x negativa:

x = −u2

y = uk+1v (2.31)

el cual puede ser obtenido con la función ψ : R2 → R2 definida por

ψ(u, v) = φ ◦ F−1(u, v) = (u2, uk+1v)

donde F : (π2 ,
3π
2 )× R→ R2 es

F (θ, r) =

(
r
√
− cos θ,

sin θ

(− cos θ)
k+1
2

)
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y φ : (π2 ,
3π
2 )× R→ R2 la definimos por

φ(θ, r) =
(
r2 cos θ, rk+1 sin θ

)
.

Con un análisis semejante al del ejemplo anterior, obtenemos un diagrama para la
transformación de las rectas en el plano r-θ bajo la transformación F y φ respecti-
vamente, dicho diagrama se observa en la figura (2.6). Notemos que en este caso si
r > 0, dado que φ se define en (π2 ,

3π
2 ) × R obtenemos el semiplano x negativo, del

retrato fase.

Figura 2.6: Blow-up dirección x negativa.

Una vez presentadas las herramientas anteriores, contamos con la condiciones necesa-
rias para los objetivos principales de esta tesis por lo que en los caṕıtulos posteriores
procederemos a analizar los distintos tipos de retrato fase que pueden presentarse
alrededor de puntos de equilibrios no hiperbólicos.
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Caṕıtulo 3

Un valor propio cero

Consideremos el sistema no lineal

ẋ = f(x), (3.1)

con x ∈ R2, f un campo vectorial suave y f(x0) = 0.

Supongamos que

Df(x0) ∼ J =

(
0 0
0 λ0

)
,

con λ0 un número real diferente de cero, y analicemos el comportamiento del sistema
(3.1) localmente, alrededor del punto de equilibrio x = x0. Veremos entonces que la
dinámica en una vecindad del equilibrio x = x0 puede ser tipo nodo, silla o silla-nodo.

Apliquemos al sistema (3.1) el cambio de coordenadas

y = P−1(x− x0), (3.2)

con P = (v1 v2), donde v1, v2 son los vectores propios asociados a λ1 = 0 y λ2 = λ0
respectivamente.

Lema 1. Si P−1 =

(
wT1
wT2

)
, entonces w1 y w2 son los vectores propios izquierdos

de A, con valores propios λ1 = 0 y λ2 = λ0, respectivamente.

Demostración:

Debemos probar que wT1 A = 0 y wT2 A = λwT2 , con A = Df(x0). Sabemos por

construcción que P−1AP = J =

(
0 0
0 λ0

)
. Multiplicando la expresión anterior

por P−1 por la derecha, obtenemos

P−1A =

(
0 0
0 λ

)
P−1(

wT1
wT2

)
A =

(
0 0
0 λ

)(
wT1
wT2

)
(
wT1 A
wT2 A

)
=

(
0

λwT2

)

25
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Veamos como se transforma el sistema (3.1) bajo el cambio de coordenadas (3.2):

dy

dt
=

d

dt

[
P−1(x− x0)

]
ẏ = P−1ẋ

ẏ = P−1f(x)

Desarrollamos el campo f(x) en serie de Taylor, alrededor de x = x0, obtenemos

f(x) = f(x0) +Df(x0)(x− x0) +
1

2
D2f(x0)(x− x0, x− x0)

+
1

6
D3f(x0)(x− x0, x− x0, x− x0) + . . .

de (3.2), se tiene que x− x0 = Py, entonces,

ẏ = P−1f(x)

= P−1
[
Df(x0)Py +

1

2
D2f(x0)(Py, Py) +

1

6
D3f(x0)(Py, Py, Py) + . . .

]
= P−1Df(x0)Py +

1

2
P−1D2f(x0)(Py, Py) +

1

6
P−1D3f(x0)(Py, Py, Py) + . . .

= Jy +
1

2
P−1D2f(x0)(Py, Py) +

1

6
P−1D3f(x0)(Py, Py, Py) + . . .

Por lo que el sistema en las nuevas coordenadas es de la forma

ẏ = Jy + g2(y) + g3(y) + . . . , (3.3)

donde

J =

(
0 0
0 λ0

)
,

g2(y) =
1

2
P−1D2f(x0)(Py, Py),

g3(y) =
1

6
P−1D3f(x0)(Py, Py, Py).

3.1. Dinámica sobre la Variedad Central

Supongamos λ0 < 0, entonces el sistema (3.3) tiene asociado un eigenespacio estable
correspondiente al valor λ0 sobre el eje vertical y un eigenespacio central asociado
al valor propio cero sobre el eje horizontal. Por lo que existen una variedad estable
y una variedad central tangentes a los eigenespacios estable e inestable respectiva-
mente.



3.1 Dinámica sobre la Variedad Central 27

Procederemos a analizar el comportamiento en la variedad central, para por medio
de ella determinar el comportamiento local del equilibrio x = x0.

Sea f : R2 → R2 con f =

(
f1
f2

)
, luego

Df(x) =

(
∇f1(x)
∇f2(x)

)
, D2f(x) =

(
(D2f1(x))
(D2f2(x))

)
, D3f(x) =

(
(D3f1(x))
(D3f2(x))

)
, etc.

Entonces,

Dkf(x0)(Py, Py, . . . , Py︸ ︷︷ ︸
k veces

) =

(
Dkf1(x0)(Py, Py, . . . , Py)
Dkf2(x0)(Py, Py, . . . , Py)

)
2x1

para k = 2, 3, . . .

Multiplicando por P−1 a la izquierda tenemos,

P−1Dkf(x0)(Py, Py, . . . , Py) =

(
wT1D

kf(x0)(Py, Py, . . . , Py)
wT2D

kf(x0)(Py, Py, . . . , Py)

)

Si y =

(
y1
y2

)
, entonces

(
ẏ1
ẏ2

)
=

(
0 0
0 λ0

)(
y1
y2

)
+

1

2

(
wT1D

2f(x0)(Py, Py)
wT2D

2f(x0)(Py, Py)

)
+

1

6

(
wT1D

3f(x0)(Py, Py, Py)
wT2D

3f(x0)(Py, Py, Py)

)
+ . . . ,

o equivalentemente

ẏ1 =
1

2
wT1D

2f(x0)(Py, Py) +
1

6
wT1D

3f(x0)(Py, Py, Py) + . . .

= p2(y)

ẏ2 = λ0y2 +
1

2
wT2D

2f(x0)(Py, Py) +
1

6
wT2D

3f(x0)(Py, Py, Py) + . . .

= λ0y2 + q2(y).

(3.4)

La variedad central debe cumplir las siguientes condiciones:

W c = {y2 = h(y1) : |y1| < ε, h(0) = 0, h′(0) = 0},

y satisfacer la ecuación homológica

ẏ2 = h′(y1)ẏ1 ⇔ λ0h(y1) + q2(y1, h(y1)) = h′(y1)p2(y1, h(y1)).

Finalmente, la dinámica sobre la variedad central está dada por

ẏ1 = p2(y1, h(y1)).
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Teorema 6. Sea el origen un punto de equilibrio aislado para el sistema anaĺıtico
(3.4). Sea y2 = h(y1) la solución de la ecuación homológica

λ0h(y1) + q2(y1, h(y1)) = h′(y1)p2(y1, h(y1))

y sea la expansión de la función

φ(y1) = p2(y1, h(y1)) = amy
m
1 + . . .

en una vecindad de y1 = 0, donde m ≥ 2 y am 6= 0. Entonces:

1. Si m es impar y am > 0 el equilibrio es tipo silla.

2. Si m es impar y am < 0 el equilibrio es tipo nodo.

3. Si m es par el equilibrio es tipo silla-nodo.

Observación 5. Es fácil determinar que si λ0 > 0 el criterio para la silla y el nodo
se invierten, en este caso el nodo cambia su estabilidad de estable a inestable.

Demostración:

La demostración es análoga al caso que vimos anteriormente. Notemos que el valor
propio λ0 tiene asociado una variedad estable por lo que basta analizar el compor-
tamiento sobre la variedad central para determinar la estabilidad del equilibrio.

1. Si m es impar y am > 0 entonces para y1 > 0 el flujo sobre la variedad central
se mueve hacia la derecha ya que ẏ1 > 0, por otro lado si y1 < 0, tenemos que
ẏ1 < 0 sobre la variedad central, en consecuencia, el flujo se mueve hacia la
izquierda, por lo que el flujo sobre la variedad central es inestable, por lo tanto
el origen es tipo silla como se muestra en la figura (3.1).

2. Consideremos ahora el caso m impar y am < 0, podemos analizarlo de forma
similar al anterior, notemos que sobre la variedad central ẏ1 > 0 si y1 < 0 y
ẏ1 < 0 si y1 > 0, por lo que concluimos que el flujo es estable, lo cual significa
que el origen es un nodo estable (Figura 3.2).
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Figura 3.1: Equilibrio tipo silla. Figura 3.2: Equilibrio tipo nodo.

3. Finalmente, si m es par tenemos dos posibilidades a analizar am positiva o
negativa. Si am > 0 notemos que el flujo siempre se mueve hacia la derecha
sobre la variedad central, como vemos en la figura (3.3), y por el contrario, si
am < 0 el flujo se mueve siempre hacia la izquierda. En conclusión el origen es
un equilibrio tipo silla-nodo.

Figura 3.3: Equilibrio tipo silla-nodo.

3.2. Cálculo de am

En esta sección calcularemos los coeficientes a2 y a3. El resto de los coeficientes se
obtienen de manera análoga.
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Supongamos que hemos transformado (3.1) bajo el cambio de coordenadas (3.2)
obteniendo el siguiente sistema

ẏ1 = α1y
2
1 + α2y1y2 + α3y

2
2 + α4y

3
1 + . . .

ẏ2 = λ0y2 + β1y
2
1 + β2y1y2 + β3y

2
2 + . . . (3.5)

Desarrollando ambos lados de la ecuación homológica podemos determinar los coe-
ficientes para la variedad central. Sea y2 = h(y1) = γ1y

2
1 + γ2y

3
1 + . . ., procederemos

a calcular los primeros coeficientes de h como sigue:

ẏ2 = h′(y1)ẏ1

λ0h(y1) + β1y
2
1 + β2y1h(y1) + . . . ≡

(
2γ1y1 + 3γ2y

2
1 + . . .

)(
α1y

2
1 + α2y1y2 + . . .

)
λ0
(
γ1y

2
1 + γ2y

3
1 + . . .

)
+ β1y

2
1 + β2y1

(
γ1y

2
1 + . . .

)
+ . . . ≡ 2α1γ1y

3
1 +O(|y1|4)

(λ0γ1 + β1) y
2
1 + (λ0γ2 + β2γ1) y

3
1 +O(|y1|4) ≡ 2α1γ1y

3
1 +O(|y1|4),

de donde

λ0γ1 + β1 = 0 ⇒ γ1 = −β1
λ0

λ0γ2 + β2γ1 = 2α1γ1 ⇒ γ2 =
γ1(2α1 − β2)

λ0
= −β1

λ20
(2α1 − β2)

Por lo tanto la variedad central está dada como

y2 = h(y1) = −β1
λ0
y21 −

β1
λ20

(2α1 − β2)y31 + . . . (3.6)

Finalmente, obtenemos la dinámica sobre la variedad central,

ẏ1 = α1y
2
1 + α2y1

(
−β1
λ0
y21 −

β1
λ20

(2α1 − β2)y31 + . . .

)
+ α3

(
−β1
λ0
y21 + . . .

)2

+α4y
3
1 + . . .

= α1y
2
1 +

(
−α2β1

λ0
+ α4

)
y31 +O(|y1|4)

= a2y
2
1 + a3y

3
1 +O(|y1|4)

donde

a2 = α1 y a3 = −α2β1
λ0

+ α4.

En consecuencia si queremos conocer a2 y a3, requerimos conocer los coeficientes α1,
α2, α4 y β1, por ello estableceremos como calcularlos. Calcularemos estos coeficien-
tes relacionando las ecuaciones (3.4) y (3.5).
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Notemos lo siguiente:

Py = (v1 v2)

(
y1
y2

)
= v1y1 + v2y2

D2f(x0)(Py, Py) = D2f(x0)(v1y1 + v2y2, v1y1 + v2y2)

= D2f(x0)(v1y1, v1y1) +D2f(x0)(v1y1, v2y2)

+D2f(x0)(v2y2, v1y1) +D2f(x0)(v2y2, v2y2)

= D2f(x0)(v1, v1)y
2
1 +D2f(x0)(v1, v2)y1y2 +D2f(x0)(v2, v1)y1y2

+D2f(x0)(v2, v2)y
2
2

= D2f(x0)(v1, v1)y
2
1 + 2D2f(x0)(v1, v2)y1y2 +D2f(x0)(v2, v2)y

2
2

Por lo tanto,

1

2
wT1D

2f(x0)(Py, Py) =
1

2
wT1D

2f(x0)(v1, v1)y
2
1 + wT1D

2f(x0)(v1, v2)y1y2

+
1

2
wT1D

2f(x0)(v2, v2)y
2
2

1

2
wT2D

2f(x0)(Py, Py) =
1

2
wT2D

2f(x0)(v1, v1)y
2
1 + wT2D

2f(x0)(v1, v2)y1y2

+
1

2
wT2D

2f(x0)(v2, v2)y
2
2

De donde obtenemos α1, α2 y β1, análogamente calculamos α4. Por lo que estos
coeficientes son:

α1 =
1

2
wT1D

2f(x0)(v1, v1)

α2 = wT1D
2f(x0)(v1, v2)

β1 =
1

2
wT2D

2f(x0)(v1, v1)

α4 =
1

6
wT1D

3f(x0)(v1, v1, v1)

Ilustraremos el análisis anterior mediante el siguiente ejemplo.

3.3. Ejemplo

Analizaremos el comportamiento alrededor origen del sistema que se muestra a con-
tinuación {

ẋ1 = −x1 + 2x2 − x1x2 + µ1x
2
1x2

ẋ2 = x1 − 2x2 + µ2x
2
2

donde µ1, µ2 ∈ R.
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Primero notemos que el origen en efecto es un equilibrio del sistema, ahora, al
calcular la matriz Jacobiana del sistema obtenemos

Df(x) =

(
−1− x2 + 2µ1x1x2 2− x1 + µ1x

2
1

1 2(µ2x2 − 1)

)
al evaluarla en el origen tenemos

A = Df(0) =

(
−1 2

1 −2

)
.

Hemos calculado los valores propios de la matriz A, obteniendo λ1 = 0 y λ2 = −3
por lo que los vectores propios asociados a ellos son v1 = (2, 1)T y v2 = (1,−1)T

respectivamente. Por lo que la matriz cambio de base del sistema y su inversa son

P =

(
2 1
1 −1

)
y P−1 =

(
1/3 1/3
1/3 −2/3

)
.

En consecuencia, los vectores propios izquierdos de A son

ω1 = (1/3, 1/3)T y ω2 = (1/3,−2/3)T .

Mediante algunos cálculos hemos obtenido que

D2f(0)(v1, v1) = (−4, 2µ2)
T , D2f(0)(v1, v2) = (1,−2µ2)

T

y D3f(0)(v1, v1, v1) = (24µ1, 0)T ,

por lo que al calcular los coeficientes α1, α2, β1 y α4 resulta

α1 =
1

3
(−2 + µ2), α2 =

1

3
(1− 2µ2), β1 = −2

3
(1 + 4µ2) y α4 =

4

3
µ1,

entonces a2 = 1
3(−2 + µ2) y si µ2 = 2, a3 = 2

3(2µ1 + 1).

Del teorema 6 podemos concluir lo siguiente:

Si µ2 6= 2 entonces el origen es un equilibrio tipo silla-nodo.

Si µ2 = 2 y µ1 > −1/2 entonces el origen es un equilibrio tipo silla.

Si µ2 = 2 y µ1 < −1/2 entonces el origen es un nodo estable.

Si µ2 = 2 y µ1 = −1/2 entonces a2 = a3 = 0. Se requiere calcular a4.

La figura (3.4) es un diagrama que muestra la bifurcación del sistema de acuerdo al
cambio en los parámetros µ1 y µ2.
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Figura 3.4: Diagrama de bifurcación.

Los bosquejos de retrato fase de este sistema para cada caso se muestran en las
figuras (3.5), (3.6) y (3.7).

Figura 3.5: Nodo estable: µ2 = 2 y µ1 < −1/2.
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Figura 3.7: Silla: µ2 = 2 y µ1 > −1/2.

Figura 3.6: Silla-nodo: µ2 6= 2.



Caṕıtulo 4

Dos Valores Propios Cero con Multiplicidad

Geométrica Dos

Consideremos el sistema no lineal

ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y), (4.1)

con P (0, 0) = Q(0, 0) = 0. Supongamos que la matriz Jacobiana del sistema (4.1) es

Df(0, 0) ∼ J =

(
0 0
0 0

)
.

La herramienta principal para estudiar el comportamiento en una vecindad del equi-
librio es el uso de una simple transformación a coordenadas polares:

{
x = r cos θ
y = r sin θ

{
r2 = x2 + y2

θ = arctan
( y
x

)
.

(4.2)

Las derivadas respecto al tiempo de (r, θ) se encuentran usando la regla de la cadena
en (4.2):

2rṙ = 2xẋ+ 2yẏ

tan θ =
y

x
⇒ sec2 θθ̇ =

ẏx− ẋy
x2

⇒ θ̇ =
cos2 θ

r2 cos2 θ
[xẏ − ẋy],

por lo que el sistema bajo el cambio de coordenadas es

{
ṙ = 1

r (xẋ+ yẏ)

θ̇ = 1
r2

(xẏ − yẋ),
(4.3)

con r 6= 0. Sustituyendo (4.2) y (4.3) en el sistema (4.1) y eliminando x e y de r y

35
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θ tenemos

dr

dt
=

1

r
[xP (r cos θ, r sin θ) + yQ(r cos θ, r sin θ)]

= P (r cos θ, r sin θ) cos θ +Q(r cos θ, r sin θ) sin θ

dθ

dt
=

1

r2
[xQ(r cos θ, r sin θ)− yP (r cos θ, r sin θ)]

=
1

r
[Q(r cos θ, r sin θ) cos θ − P (r cos θ, r sin θ) sin θ] .

(4.4)

Dividiendo la ecuación ṙ por θ̇ tenemos la ecuación para las curvas del retrato fase

dr

dθ
= r

P (r cos θ, r sin θ) cos θ +Q(r cos θ, r sin θ) sin θ

Q(r cos θ, r sin θ) cos θ − P (r cos θ, r sin θ) sin θ
. (4.5)

4.1. P y Q: Polinomios homogéneos del mismo grado

Como un caso simple, supongamos que P y Q son polinomios homogéneos de grado
n en sus argumentos, esto es P (ax, ay) = anp(x, y) y similarmente para Q. En este
caso, P (r cos θ, r sin θ) = rnP (cos θ, sin θ), entonces de (4.5) se sigue que

dr

dθ
= r

rn [P (cos θ, sin θ) cos θ +Q(cos θ, sin θ) sin θ]

rn [Q(cos θ, sin θ) cos θ − P (cos θ, sin θ) sin θ]

= r
P (cos θ, sin θ) cos θ +Q(cos θ, sin θ) sin θ

Q(cos θ, sin θ) cos θ − P (cos θ, sin θ) sin θ

y separando variables tenemos,

dr

r
=
P (cos θ, sin θ) cos θ +Q(cos θ, sin θ) sin θ

Q(cos θ, sin θ) cos θ − P (cos θ, sin θ) sin θ
dθ = g(θ)dθ,

con

g(θ) =
P (cos θ, sin θ) cos θ +Q(cos θ, sin θ) sin θ

Q(cos θ, sin θ) cos θ − P (cos θ, sin θ) sin θ
.

Integrando ambos lados de la ecuación anterior,∫ r

r0

dr

r
=

∫ θ

θ0

g(φ)dφ

⇒ ln r − ln r0 =

∫ θ

θ0

g(φ)dφ

⇒ r(θ, (r0, θ0)) = r0e
∫ θ
θ0
g(φ)dφ

. (4.6)

Si el equilibrio fuera asintóticamente estable, entonces para todo (r0, θ0), r(t, r0)→ 0
cuando t → ∞. Para que esto ocurra, la integral de la función g debe converger a
menos infinito. Note que g(θ + 2π) = g(θ), entonces una cantidad importante a
considerar es

G =

∫ 2π

0
g(θ)dθ. (4.7)

Estudiaremos tres casos: G = 0, G 6= 0 y que G sea infinita.
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Centro Topológico:

Teorema 7. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema (4.1). Si
G = 0 entonces, localmente, el origen es un centro topológico.

Demostración:

r(θ) = r0e
∫ θ
θ0
g(φ)dφ ⇒ r(θ0 + 2π) = r0e

∫ θ0+2π
θ0

g(φ)dφ
. Por otro lado tenemos que∫ θ0+2π

θ0

g(φ)dφ =

∫ 2π

θ0

g(φ)dφ+

∫ θ0+2π

2π
g(φ)dφ.

Hacemos el cambio de variable ω = φ− 2π y notemos que g(ω) = g(φ), por lo
que ∫ θ0+2π

θ0

g(φ)dφ =

∫ 2π

θ0

g(φ)dφ+

∫ θ0

0
g(ω)dω =

∫ 2π

0
g(φ)dφ = G = 0.

Por lo tanto,

r(θ0 + 2π) = r0e
∫ θ0+2π
θ0

g(φ)dφ
= r0e

0 = r0 = r(θ0)

Foco No-hiperbólico:

Teorema 8. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema (4.1).
Si G existe y es distinta de cero entonces, localmente, el origen es un foco
no-hiperbólico.

Demostración:

Supongamos que 0 < ω < θ0 < 2π, como r(ω) = r0e
∫ ω
θ0
g(φ)dφ

, tenemos que

r(ω + 2π) = r0e
∫ ω+2π
θ0

g(φ)dφ

= r0e
∫ ω+2π
2π g(φ)dφ+

∫ 2π
θ0

g(φ)dφ

= r0e
∫ ω
0 g(φ)dφ+

∫ 2π
θ0

g(φ)dφ

= r0e
−

∫ θ0
ω g(φ)dφe

∫ 2π
0 g(φ)dφ

= r(ω)eG
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Si G > 0, la curva forma una espiral hacia afuera (creciendo). En caso contra-
rio, forma una espiral hacia adentro (decreciendo)como se muestra en la figura
(4.1).

Figura 4.1: Retrato fase local si G existe y es distinta de cero.

Nodo No-hiperbólico:

Si G no existe, entonces g tiene una singularidad no integrable en algún punto
θc donde el denominador es igual a cero.

D(θc) = Q(cos θc, sin θc) cos θc − P (cos θc, sin θc) sin θc = 0,

esto es θ̇ = 0. En este caso, la integral en (4.6) no está acotada cuando θ → θc.
Este ángulo define una dirección asintótica de aproximación al origen cuando
t→ ±∞ (t→ −∞ si es inestable y t→∞ si es estable).

Cuando un equilibrio es un nodo no-hiperbólico, existen una o más direcciones
correspondientes a órbitas de convergencia o divergencia. Estas órbitas divi-
den un pequeño disco alrededor del equilibrio en sectores, acotados por curvas
asintóticas. Los sectores pueden ser de tres tipos: eĺıptico, hiperbólico o pa-
rabólico, como se muestra en la figura (4.2).
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Figura 4.2: Sectores: a) hiperbólico, b) parabólico y c) eĺıptico.

Un sector parabólico está acotado por dos curvas del mismo tipo asintótico, am-
bas convergentes o divergentes. Los casos hiperbólicos y eĺıpticos se distinguen
por el signo de θ̇; por ejemplo en la figura (4.2), θ̇ > 0 cuando r → 0, entonces
si la dirección de convergencia es contra-reloj de la divergente, es eĺıptico; en
otro caso es hiperbólico. La dinámica local en el caso no hiperbólico es no
acotada: toda órbita en el sector que no está en la dirección de convergencia
eventualmente abandona cualquier disco alrededor del equilibrio.

Una silla hiperbólica provee el ejemplo estándar de un equilibrio con sectores
hiperbólicos, cada sector acotado por un eigenvector es hiperbólico. Un nodo
no-hiperbólico puede ser una combinación de sectores dependiendo del sistema
(4.1).

Lema 2. Si θc es tal que D(θc) = 0 entonces D(θc + π) = 0.

Demostración:

Dado que cos(θc + π) = − cos θc y sin(θc + π) = − sin θc, y que estamos supo-
niendo que P y Q son homogéneos, tenemos

Q(− cos θc,− sin θc) = (−1)nQ(cos θc, sin θc),

análogamente para P . Entonces,

D(θc + π) = Q(cos(θc + π), sin(θc + π)) cos(θc + π)

−P (cos(θc + π), sin(θc + π)) sin(θc + π)

= Q(− cos θc,− sin θc)(− cos θc)− P (− cos θc,− sin θc)(− sin θc)

= (−1)n+1Q(cos θc, sin θc) cos θc − (−1)n+1P (cos θc, sin θc) sin θc

= (−1)n+1 [Q(cos θc, sin θc) cos θc − P (cos θc, sin θc) sin θc]

= (−1)n+1D(θc)

= 0
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Aśı que, si existe una dirección asintótica de aproximación al origen, entonces
existen dos direcciones, en una ĺınea recta que cruza por el origen con pendiente
tan θc. La velocidad en r sobre una dirección asintótica θc queda determinada
por

dr

dt
= rn [P (cos θc, sin θc) cos θc +Q(cos θc, sin θc) sin θc]

= rn
[
P (cos θc, sin θc) cos θc +

P (cos θc, sin θc) sin θc
cos θc

sin θc

]
= rn

[
P (cos θc, sin θc) cos2 θc + P (cos θc, sin θc) sin2 θc

cos θc

]

⇒ dr

dt
=

rnP (cos θc, sin θc)

cos θc
, (4.8)

donde D(θc) = 0 fue utilizado para eliminar Q. En consecuencia, r crece o
decrece asintóticamente dependiendo del signo de (4.8), implicando que el rayo
θ = θc es una dirección asintóticamente estable o inestable. Note que sgn

(
dr
dt

)
para θc + π es (−1)n+1 el de θc. Entonces cuando P y Q tienen un grado par
en r, un signo nos da aproximación y el otro divergencia, pero si tiene grado
impar tienen el mismo comportamiento.

Procederemos a ver algunos ejemplos donde se muestra los distintos casos para G.

4.1.1. Ejemplos

Ejemplo 6. Considere el sistema{
ẋ = P (x, y) = −x2y − y3
ẏ = Q(x, y) = x3 + xy2

. (4.9)

En coordenadas polares, usando (4.3), el sistema (4.9) se transforma en

ṙ =
1

r

(
−x3y − x3 + yx3 + xy3

)
= 0

θ̇ =
1

r2
(
x4 + x2y2 + x2y2 + y4

)
=

1

r2
(
x4 + 2x2y2 + y4

)
=

1

r2
(
x2 + y2

)2
=

(r2)2

r2

⇒
{

ṙ = 0

θ̇ = r2

por lo que tenemos que
dr

dθ
=

0

r2
⇒ dr

r
= 0dθ,
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de donde se tiene

g(θ) ≡ 0⇒ G =

∫ 2π

0
0dθ = 0.

En consecuencia, el origen es un centro topológico; además, toda órbita periódica
fuera del origen tiene un periodo T = 2πr2, lo cual se obtiene de θ̇. La figura (4.3)
nos muestra el retrato fase del sistema (4.9).

Figura 4.3: Retrato fase del sistema (4.9).

Ejemplo 7. Considere el sistema{
ẋ = P (x, y) = −

(
x2 + y2

)
(x+ y)

ẏ = Q(x, y) =
(
x2 + y2

)
(x− y)

(4.10)

observe que

rṙ = −x
(
x2 + y2

)
(x+ y) + y

(
x2 + y2

)
(x− y)

=
(
x2 + y2

) (
−x2 − xy + xy − y2

)
= −r4

r2θ̇ = x
(
x2 + y2

)
(x− y) + y

(
x2 + y2

)
(x+ y)

=
(
x2 + y2

) (
x2 − xy + xy − y2

)
= r4.

Por lo que el sistema en coordenadas polares se transforma en{
ṙ = −r3
θ̇ = r2

,

luego, dr
dθ = − r3

r2
= −r y separando variables obtenemos,

dr

r
= −1dθ ⇒ g(θ) ≡ −1.
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Por lo que
∫ θ
θ0
g(φ)dφ =

∫ θ
θ0
−1dφ = −φ |θθ0= −θ + θ0, si θ → ±∞ la integral

G → ±∞. Por lo tanto, el origen es un foco no-hiperbólico. En este caso, todas
las trayectorias giran en espiral alrededor del origen infinitas veces cuando t→∞ y
r → 0. La figura (4.4) nos muestra el retrato fase para este ejemplo.

Figura 4.4: Retrato fase del sistema (4.10).

Ejemplo 8. Considere el siguiente sistema

{
ẋ = y2 − x2
ẏ = −2xy

. (4.11)

Aplicando la transformación a coordenadas polares a este sistema tenemos

rṙ = xy2 − x3 − 2xy2 = −xy2 − x3 = −x(x2 + y2) = −r3 cos θ

⇒ ṙ = −r2 cos θ

r2θ̇ = −2x2y − y3 + yx2 = −y(x2 + y2) = −r3 sin θ

⇒ θ̇ = −r sin θ,

de donde

dr

dθ
=
−r2 cos θ

−r sin θ
= r cot θ ⇒ dr

r
= cot θdθ

⇒ g(θ) = cot θ.
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Lo cual implica que g(θ) = cot(θ) tiene una singularidad en θ = 0 y π. Por lo tanto,
toda trayectoria que se aproxime al origen lo debe de hacer a lo largo del eje x y el
origen es un nodo no-hiperbólico. Note que ṙ < 0 en θ = 0 y ṙ > 0 en θ = π.
Entonces el eje x positivo es estable y el eje x negativo inestable, lo cual es fácil de
ver si restringimos el sistema a y = 0, entonces ẋ = −x2 por lo que el origen es
semiestable. El retrato fase del sistema (4.11) se observa en la figura (4.5).

Figura 4.5: Retrato fase del sistema (4.11).

Ejemplo 9. El sistema

{
ẋ = y2x− x2y
ẏ = x3 + y3,

(4.12)

en coordenadas polares es

rṙ = xẋ+ yẏ = y2x2 − x3y + yx3 + y4 = r4 sin2
(
θ cos2 θ + sin2 θ

)
= r4 sin2 θ

r2θ̇ = xẏ − yẋ = x4 + xy3 − y3x+ x2y2 = r4 cos2
(
θ cos2 θ + sin2 θ

)
= r4 cos2 θ

⇒
{
ṙ = r3 sin2 θ

θ̇ = r2 cos2 θ,

entonces se sigue que

dr

dθ
=
r3 sin2 θ

r2 cos2 θ
= r tan2 θ ⇒ dr

r
= tan2 θdθ.
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Por lo tanto, g(θ) = tan2 θ, cuyas singularidades son θ = π
2 y 3π

2 . En ambos casos,
ṙ > 0 cuando r → 0. En consecuencia, los sectores definidos por θ ∈ [−π2 ,

π
2 ] y [π2 ,

3π
2 ]

son ambos parabólicos. Para este caso, (4.6) puede ser resuelta expĺıcitamente

ln r = ln r0 +

∫ θ

θ0

tan2 φdφ

= ln r0 +

∫ θ

θ0

(
sin2 φ− 1

)
dφ

= tan θ − θ − tanθ0 +θ0

⇒ r(θ) = cetan θ−θ

De modo que r(θ) → 0 cuando θ → π
2 |+ y cuando θ → 3π

2 |+; aqúı los ĺımites
solo de un lado. De este manera mostramos un comportamiento t́ıpico en un sector
parabólico: todas las órbitas en el interior del sector en el que solo uno de los sectores
frontera es tal que r → 0. Este retrato fase es mostrado en la figura (4.6).

Figura 4.6: Retrato fase del sistema (4.12).

Ejemplo 10. Analicemos el siguiente sistema:{
ẋ = x2(y − x)
ẏ = y2(y − 2x),

(4.13)

pasando a coordenadas polares se obtiene
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rṙ = x3(y − x) + y3(y − 2x) = r4
[
cos3 θ sin θ − cos4 θ + sin4 θ − 2 cos θ sin3 θ

]
= r4

[
sin θ cos θ

[
cos2 θ − 2 sin2 θ

]
+
[
sin2 θ − cos2 θ

]]
= r4

[
1

2
sin(2θ)

[
−1

2
sin2 θ − 3

2
sin2 θ +

3

2
cos2 θ − 1

2
cos2 θ

]
− cos(2θ)

]
= r4

[
1

2
sin(2θ)

[
−1

2
+

3

2
cos(2θ)

]
− cos(2θ)

]

⇒ ṙ =
r3

4
[(3 sin(2θ)− 4) cos(2θ)− sin(2θ)] ,

r2θ̇ = xy2(y − 2x)− yx2(y − x) = r4
[
cos θ sin3 θ − 3 cos2 θ sin2 θ + sin θ cos3 θ

]
= 2r4 sin θ cos θ

[
1

2
sin2 θ − 3

2
sin θ cos θ +

1

2
cos2 θ

]
= r4 sin(2θ)

[
1

2
− 3

2
sin θ cos θ

]

⇒ θ̇ =
r2

4
sin(2θ) [2− 3 sin(2θ)]

entonces θ̇ = 0 para θ = kπ
2 , θ∗ = 1

2 sin−1
(
2
3

)
≈ 20.9◦ y θ = π

2 − θ
∗ ≈ 69.1◦. A lo

largo del eje x y en θ∗, ṙ < 0, mientras que a lo largo del eje y y en π
2 − θ

∗, ṙ > 0.
El sector [0, θ∗] es parabólico, ya que ambas aśıntotas son convergentes. El sector
[θ∗, π2 − θ

∗] es eĺıptico ya que θ̇ < 0 en el sector. El sector [π2 − θ
∗, π2 ] es parabólico, y

finalmente, [π2 , π] es hiperbólico ya que en este sector θ̇ < 0. El análisis para el resto
de los sectores se realiza de forma semejante. Esto nos da la configuración mostrada
en la figura (4.7).

Figura 4.7: Retrato fase del sistema (4.13).
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4.2. P y Q: Polinomios homogéneos de distinto grado

Supongamos ahora que P y Q son polinomios homogéneos de grado n y m, respec-
tivamente, tales que n 6= m, n,m ≥ 2 y n,m ∈ N.

En general, para este caso podemos escribir el sistema (4.1) como

ẋ = P (x, y) = a0x
n + a1x

n−1y + a2x
n−2y2 + . . .+ an−1xy

n−1 + any
n

ẏ = Q(x, y) = b0x
m + b1x

m−1y + b2x
m−2y2 + . . .+ bm−1xy

m−1 + bmy
m,

(4.14)

con ai, bi ∈ R. Sin pérdida de generalidad, supondremos que m > n.

Teorema 9. Sea el origen un punto de equilibrio aislado para el sistema (4.14) y
sea k = m − n > 0. Si a0 6= 0 entonces el origen es un nodo no-hiperbólico.
Aún más, existen al menos una y a lo más n+ 1 soluciones invariantes a través del
origen, las cuales se encuentran determinadas como sigue:

(i) y = αk+1x
k+1 +O(|x|k+2),

con αk+1 = b0
(k+1)a0

. Si b0 = 0 entonces y = 0 es invariante.

(ii) y = αr1x+ αk+1x
k+1 +O(|x|k+2),

donde αr1 es un real diferente de cero que satisface P (1, αr1) = 0 y ∂P
∂y (1, αr1) 6=

0, y, αk+1 =
Q(1,αr1)

αr1
∂P
∂y

(1,αr1)
6= 0.

Demostración:

Primero proponemos una curva en serie de Taylor tal que y = h(x) y h(0) = 0 como
sigue

y = h(x) = α1x+ α2x
2 + α2x

3 + · · · = xg(x)

donde g(x) = α1 + α2x+ α3x
2 + . . .

Si y = h(x) es solución de (4.14), entonces satisface la ecuación homológica ẏ =
h′(x)ẋ. Luego,

ẏ − h′(x)ẋ = 0

Q(x, h(x))− h′(x)P (x, h(x)) = 0

xmQ(1, g(x))− h′(x)xnP (1, g(x)) = 0

xn
[
xm−nQ(1, g(x))− h′(x)P (1, g(x))

]
= 0

xkQ(1, g(x))− h′(x)P (1, g(x)) = 0 (4.15)
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donde

P (1, g(x)) = a0 + a1g(x) + a2g
2(x) + . . .+ ang

n(x) = ã0 + ã1x+ ã2x
2 + . . . ,

Q(1, g(x)) = b0 + b1g(x) + b2g
2(x) + . . .+ bmg

m(x) = b̃0 + b̃1x+ b̃2x
2 + . . . ,

con

ã0 = P (1, α1)

ã1 = α2
∂P

∂y
(1, α1)

ã2 =
1

2!
α2
2

∂2P

∂y2
(1, α1) + α3

∂P

∂y
(1, α1)

ã3 =
1

3!
α3
2

∂3P

∂y3
(1, α1) + α2α3

∂2P

∂y2
(1, α1) + α4

∂P

∂y
(1, α1)

ã4 =
1

4!
α4
2

∂4P

∂y4
(1, α1) +

1

2
α2
2α3

∂3P

∂y3
(1, α1) +

1

2

(
α2
3 + 2α2α4

) ∂2P
∂y2

(1, α1) + α5
∂P

∂y
(1, α1)

ã5 =
1

5!
α5
2

∂5P

∂y5
(1, α1) +

1

6
α3
2α3

∂4P

∂y4
(1, α1) +

1

2

(
α2α

2
3 + α2

2α4

) ∂3P
∂y3

(1, α1)

+ (α3α4 + α2α5)
∂2P

∂y2
(1, α1) + α6

∂P

∂y
(1, α1)

...

ãk =
1

k!
αk2
∂kP

∂yk
(1, α1) + . . .+ αk+1

∂P

∂y
(1, α1) (4.16)

entonces de (4.15) tenemos

0 = xk
(
b̃0 + b̃1x+ b̃2x

2 + . . .
)
−
(
α1 + 2α2x+ 3α3x

2 + . . .
) (
ã0 + ã1x+ ã2x

2 + . . .
)

0 = −α1ã0 − (α1ã1 + 2α2ã0)x− (α1ã2 + 2α2ã1 + 3α3ã0)x
2 − . . .

−(α1ãk−1 + 2α2ãk−2 + . . .+ kαkã0)x
k−1

+(b̃0 − α1ãk − 2α2ãk−1 − . . .− (k + 1)αk+1ã0)x
k + . . . (4.17)

De donde α1ã0 = 0 por lo que tenemos dos caminos: α1 = 0 ó ã0 = 0.

Si α1 = 0 entonces ã0 = P (1, 0) = a0 6= 0. De (4.16) y (4.17) se sigue que
α2 = α3 = . . . = αk = 0, y

⇔
⇔

b̃0 − (k + 1)αk+1ã0
b0 − (k + 1)αk+1a0

αk+1

=
=
=

0
0

b0
(k+1)a0

,

por lo tanto tenemos siempre la solución invariante que cruza horizontalmente
a través del origen,

y = αk+1x
k+1 +O(|x|k+2).
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Para que ã0 = P (1, α1) = a0 + a1α1 + . . . + anα
n
1 = 0, esta ecuación debe

tener soluciones αr1 reales y distintas de cero ya que a0 6= 0 por hipótesis, las
cuales pueden o no existir. Por el teorema fundamental del algebra, sabemos
que existen a lo más n soluciones reales a la ecuación, por lo que tenemos a lo
mas n direcciones invariantes para este caso.

Sea αr1 tal que satisface P (1, αr1) = 0 y ∂P
∂y (1, αr1) 6= 0, entonces

αr1ã1 + 2α2ã0 = 0

αr1α2
∂P

∂y
(1, αr1) = 0

⇒ α2 = 0.

Análogamente tenemos
α3 = . . . = αk = 0,

por lo que ãk = αk+1
∂P
∂y (1, αr1), entonces de (4.17) se obtenemos

⇔
⇔

b̃0 − αr1ãk
Q(1, αr1)− αr1αk+1

∂P
∂y (1, αr1)

αk+1

=
=
=

0
0
Q(1,αr1)

αr1
∂P
∂y

(1,αr1)
.

Afirmamos que αk+1 =
Q(1,αr1)

αr1
∂P
∂y

(1,αr1)
6= 0, lo cual es lo mismo que afirmar que

Q(1, αr1) 6= 0. Supongamos que no lo es, entonces, como Q es un polinomio
homogéneo de grado m, obtenemos que

⇔
⇔

Q(1, αr1)
xmQ(1, αr1)
Q(x, αr1x)

=
=
=

0
0, x 6= 0
0.

por lo que si analizamos el campo sobre la recta y = αr1x tenemos

ẋ = P (x, αr1x) = xnP (1, αr1) = 0

ẏ = Q(x, αr1x) = xmQ(1, αr1) = 0

por lo tanto, la recta y = αr1x es un continuo de equilibrios que pasa por el
origen, lo cual es una contradicción, ya que por hipótesis el origen es un equi-
librio aislado del sistema. En consecuencia Q(1, αr1) 6= 0.

En conclusión, si existen soluciones reales a la ecuación P (1, α1) = 0, que
además cumplan que ∂P

∂y (1, α1) 6= 0, entonces cada solución αr1 aporta una
dirección invariante dada por

y = αr1x+ αk+1x
k+1 +O(|x|k+2)
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Una vez que conocemos la aproximación para h(x) procedemos a evaluarla en ẋ =
P (x, y), es decir, analizamos P (x, h(x)) para determinar el comportamiento sobre
las separatrices, análogamente al análisis para P y Q homogéneos del mismo grado.
Por lo que bajo este razonamiento y del teorema anterior se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 1. (Comportamiento sobre las separatrices)

Sea y = αk+1x
k+1 +O(|x|k+2),

• Si a0 > 0, entonces:

(i) para n par, el flujo sobre la curva es hacia la derecha.

(ii) para n impar, la curva es inestable.

• Si a0 < 0, entonces:

(i) para n par, el flujo sobre la curva es hacia la izquierda.

(ii) para n impar, la curva es estable.

Sea y = αr1x+ αk+1x
k+1 +O(|x|k+2),

• Si A0 > 0, entonces:

(i) para m par, el flujo sobre la curva es hacia la derecha.

(ii) para m impar, la curva es inestable.

• Si A0 < 0, entonces:

(i) para m par, el flujo sobre la curva es hacia la izquierda.

(ii) para m impar, la curva es estable.

donde A0 = αk+1
∂P
∂y (1, αr1).

Demostración:

Si consideramos la curva y = αk+1x
k+1 +O(|x|k+2) (del teorema anterior), entonces

ẋ = P (x, h(x))

= xnP (1, αk+1x
k + . . .)

= xn
[
a0 + a1(αk+1x

k + . . .) + a2(αk+1x
k + . . .)2 + . . .+ an(αk+1x

k + . . .)n
]

= a0x
n +O(|x|n+1)

por lo que el término que domina en el comportamiento sobre la curva es a0x
n.

Sabemos que a0 6= 0 por hipótesis, entonces si a0 > 0 y n es par el flujo es siempre
positivo, pero si n es impar la curva es inestable, ya que si x > 0 el flujo es positivo
y si x < 0 el flujo es negativo. Análogamente, si a0 < 0, para n es par el flujo es
negativo y si n es impar, la curva es estable.
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Ahora analicemos el comportamiento sobre y = αr1x+ αk+1x
k+1 +O(|x|k+2):

ẋ = P (x, h(x))

= xnP (1, αr1x+ αk+1x
k+1 + . . .)

= xn[a0 + a1(α
r
1x+ αk+1x

k+1 + . . .) + a2(α
r
1x+ αk+1x

k+1 + . . .)2 + . . .

+an(αr1x+ αk+1x
k+1 + . . .)n]

= xn[(a0 + a1α
r
1 + . . .+ anα

rn

1 )︸ ︷︷ ︸
P (1,αr1)=0

+(a1αk+1 + 2a2α
r
1αk+1 + . . .

+nanα
rn−1

1 αk+1)x
k + . . .]

= (αk+1

n∑
i=1

iaiα
ri−1

i )xm +O(|x|m+1)

= αk+1
∂P

∂y
(1, αr1)x

m +O(|x|m+1)

= A0x
m +O(|x|m+1)

donde A0 = αk+1
∂P
∂y (1, αr1). Recordemos que αk+1 6= 0 y ∂P

∂y (1, αr1) 6= 0, aśı que
A0 6= 0. Entonces, si A0 > 0, para m par ẋ > 0, por lo que el flujo es a la derecha
y si m es impar, la curva es inestable. Si A0 < 0, para m para el flujo es hacia la
izquierda y si m es impar, la curva es estable.

Teniendo el comportamiento sobre las separatrices, los sectores comprendidos entre
dos direcciones que entran o dos que salen son sectores parabólicos, pero si tene-
mos una dirección que converge y una que diverge, analizamos θ̇ en cada sector
comprendido entre dos separatrices para determinar si tenemos un sector eĺıptico o
hiperbólico.

Mostraremos como aproximar las separatrices de los sectores y determinar el com-
portamiento en cada sector del nodo no hiperbólico, cuando P y Q son polinomios
homogéneos de distinto grado, de acuerdo al teorema (9) mediante los siguientes
ejemplos.

4.2.1. Ejemplos

Ejemplo 11. Consideremos el siguiente sistema

ẋ = x2 − y2

ẏ = xy2. (4.18)

Como n = 2 y m = 3, k = 1. Por el teorema (9) existe una dirección invariante
que pasa por el origen, entrando de forma horizontal, la cual es justamente el eje
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x ya que el coeficiente b0 del sistema es cero. Para conocer el resto de las curvas
invariantes debemos encontrar las ráıces del polinomio P (1, α1), como sigue:

P (1, α1) = 0

1− α2
1 = 0

⇒ α1
1 = 1 y α2

1 = −1

Por lo que tenemos tres direcciones invariantes que pasan por el origen para este
sistema.

Notemos que ∂P
∂y (1, 1) = −2 6= 0 y ∂P

∂y (1,−1) = 2 6= 0. Por lo que para α1
1 = 1

tenemos α2 = −1/2 y para α2
1 = −1 tenemos α2 = −1/2. En consecuencia las apro-

ximaciones de las curvas invariantes alrededor del origen son h1(x) = 0, la curva
h2(x) = x − 1

2x
2 + . . . y h3(x) = −x − 1

2x
2 + . . ., por lo que debemos determinar

como es ẋ sobre estas curvas.

Observemos que sobre h1(x) = 0, ẋ = x2 por lo que el flujo se mueve siempre hacia
la derecha. Para h2 tenemos que ẋ = x3+ . . ., este primer término es el significativo,
ya que nos encontramos en una vecindad del origen, por lo que si x > 0 el flujo se
mueve hacia la derecha y para x < 0 el flujo se mueve hacia la izquierda; para h3
resulta ẋ = −x3 + . . ., por lo que ẋ > 0 si x < 0 y ẋ < 0 en el otro caso.

Estas curvas nos dividen un disco alrededor del origen en seis sectores los cuales
debemos determinar de que tipo son. Podemos concluir que existirán dos sectores
parabólicos comprendidos entre el eje x y h2 en el semiplano y > 0, ya que tenemos
dos direcciones que se alejan del origen, aśı como entre el eje x y h3 en el mismo
semiplano, ya que aparecen dos direcciones que convergen al origen. En el resto de
los sectores podemos tener sectores eĺıpticos o hiperbólicos ya que se encuentran en-
tre una dirección que entra y una que sale del origen en todos los casos, por lo que
debemos determinar como es θ̇ en cada sector.

Mediante un calculo sencillo tenemos que θ̇ = r
[(

1
4 − cos θ

)
sin(2θ) + sin θ

]
, hemos

calculado θ̇ para cada sector. El sector comprendido entre h2 y h3 en el semiplano
positivo para y tenemos que θ̇ > 0 por lo que tenemos un sector eĺıptico, en el sector
opuesto tenemos θ̇ < 0 lo cual nos produce un sector hiperbólico, mientras que en
los dos sectores restantes del semiplano y negativo obtuvimos que θ̇ > 0, teniendo
sectores hiperbólicos en ambos. Finalmente el retrato fase para el sistema se muestra
en la figura (4.8).
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Figura 4.8: Retrato fase del sistema (4.18).

Ejemplo 12. Consideremos el sistema

ẋ = x3 − 3

2
x2y − 3

2
xy2 + y3,

ẏ = 5x5 + 3x3y2 − 2y5. (4.19)

En este caso tenemos n = 3, m = 5 por lo tanto k = 2, observemos que a0 6= 0,
entonces haremos uso del teorema (9) para determinar las curvas invariantes de este
sistema.

Inicialmente tenemos la dirección que atraviesa horizontalmente por el origen, la
cual es

h1(x) = α3x
3 + . . . =

5

4
x3 + . . . .

Las soluciones de la ecuación

P (1, α1) = α3
1 −

3

2
α2
1 −

3

2
α1 + 1 = 0

son

α1
1 = −1, α2

1 = 1/2 y α3
1 = 2,

por lo que tenemos cuatro direcciones invariantes para el sistema.
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Ahora, notemos que

∂P

∂y
(1,−1) =

9

2
6= 0,

∂P

∂y
(1, 1/2) = −9

4
6= 0 y

∂P

∂y
(1, 2) =

9

2
6= 0,

por lo que podemos hacer uso del teorema para calcular el coeficiente α3 respectivo
a cada solución. Como Q(1,−1) = 10, Q(1, 1/2) = 91/16 y Q(1, 2) = −47, para
α1
1 = −1 tenemos α3 = −20/9, para α3

1 = 1/2 tenemos α3 = −91/18 y finalmente
para α3

1 = 2 tenemos α3 = −47/9. Por lo que las curvas invariantes respectivas a
cada ráız de P (1, α1) son

h2(x) = −x− 20

9
x3 + . . .

h3(x) =
1

2
x− 91

18
x3 + . . .

h4(x) = 2x− 47

9
x3 + . . .

A continuación determinaremos la dinámica sobre cada una de estas curvas inva-
riantes de acuerdo a ẋ. Sobre la curva h1(x) tenemos ẋ = x3 + . . ., por lo que ẋ es
positiva para x > 0 y ẋ es negativa para x < 0; para h2(x), ẋ = − 10

729x
5 + . . . aśı que

ẋ > 0 en x < 0 y ẋ < 0 en x > 0. En h3(x) tenemos ẋ = 91
8 x

5 + . . . , por lo tanto
ẋ > 0 para x > 0 y ẋ < 0 para x < 0. Finalmente, la dinámica sobre h4(x) esta
dada por ẋ = −47

2 x
5 + . . ., entonces ẋ > 0 para x < 0 y ẋ < 0 para x > 0.

Notemos que tenemos dos sectores parabólicos comprendidos entre h1 y h3, ambos
saliendo del origen; y tenemos otros dos sectores parabólicos comprendidos entre
h2 y h4 ambos convergiendo al origen. Nos resta determinar como son los cuatro
sectores comprendidos entre una dirección que entra y una que sale, para ello hemos
determinado el signo de θ̇ en cada sector, para el sector comprendido entre h1 y h2 del
lado derecho del eje y obtuvimos θ̇ > 0 por lo tanto, éste es un sector hiperbólico, de
igual modo tenemos otro sector hiperbólico en el sector comprendido entre h1 y h2 del
lado contrario, ya que θ̇ también es positivo. Por último, para los dos sectores que se
encuentran entre h3 y h4 a ambos lados tenemos que θ̇ > 0 por lo que ambos sectores
son eĺıpticos. En conclusión, el retrato fase del sistema (4.19) queda determinado
por la figura (4.9).
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Figura 4.9: Retrato fase del sistema (4.19).

Ejemplo 13. Consideremos el sistema

ẋ = −2x3 + 4x2y − 3xy2 + y3

ẏ = x4 − x2y2 + xy3, (4.20)

como n = 3, m = 4 entonces k = 1. Notemos que a0 = 2 6= 0, por lo tanto, del
teorema (9) tenemos la dirección invariante

y = h1(x) = α2x
2 + . . . = −1

4
x2 + . . .

Para determinar si existen más direcciones invariantes requerimos buscar las ráıces
del polinomio P (1, α1) = α3

1 − 3α2
1 + 4α1 − 2. Hemos calculado estas ráıces y estas

son

α1
1 = 1, α2

1 = 1 + i y α3
1 = 1− i,

notemos que tenemos una solución real y dos complejas, pero sólo la ráız real nos
aporta una curva invariante, por lo que en total tenemos dos direcciones. Determi-
naremos de acuerdo al teorema el segundo coeficiente correspondiente a α1

1 = 1 el
cual podemos utilizar ya que ∂P

∂y (1, 1) = 1 6= 0 por lo que el siguiente coeficiente es

α2 =
Q(1, 1)

(1)∂P∂y (1, 1)
=

1

(1)(1)
= 1
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por lo tanto tenemos una segunda curva invariante, la cual es

y = h2(x) = x+ x2 + . . .

Procederemos a analizar la dinámica en cada una de estas dos curvas invariantes
que atraviesan por el origen. Primero, para h1(x) tenemos que ẋ = −2x3 + . . ., por
lo que la velocidad en x es positiva para x negativas e inversamente, la velocidad en
x es negativa para x positivas. En el caso de h2(x), ẋ = x4 + . . ., entonces el flujo
sobre h2(x) se mueve siempre hacia la derecha.

Una vez teniendo las separatrices y su dinámica resta determinar de qué tipo es cada
sector. Debajo de h1(x) tenemos dos sectores comprendidos entre dos direcciones que
convergen al origen por lo que ambos sectores son parabólicos. En el sector que se
encuentra arriba de h1 y del lado derecho de h2, θ̇ > 0, por lo tanto ese sector
es hiperbólico; del lado izquierdo θ̇ < 0, aśı que ese sector es también hiperbólico.
Finalmente obtenemos el retrato fase para el sistema (4.20), el cual se presenta en
la figura (4.10).

Figura 4.10: Retrato fase del sistema (4.20).
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Caṕıtulo 5

Dos Valores Propios Cero con Multiplicidad

Geométrica Uno

Consideremos el caso cuando la matriz A tiene dos valores propios cero con multi-
plicidad geométrica uno, es decir,

Df(0, 0) ∼ J =

(
0 1
0 0

)
.

En este caso, como se vio en Preliminares en la Teoŕıa de Formas Normales (sección
2.2.1.) , el sistema puede ser escrito en su forma normal como se sigue

ẋ = y

ẏ = akx
k [1 + g(x)] + bnx

ny [1 + h(x)] + y2R(x, y) (5.1)

donde h(x), g(x) y R(x, y) son anaĺıticas en una vecindad del origen, h(0) = g(0) = 0,
k ≥ 2, ak 6= 0 y n ≥ 1.

Podemos determinar la forma del retrato fase del sistema (5.1) en base a los siguientes
dos teoremas.

Teorema 10. Sea k = 2m + 1 con m ≥ 1 en (5.1) y sea d = b2n + 4(m + 1)ak.
Entonces:

I. Si ak > 0, el origen es una silla (topológica).

II. Si ak < 0, el origen es

1. Foco o centro si:

a) bn = 0.

b) bn 6= 0 y n > m.

c) bn 6= 0, n = m y d < 0.

2. Nodo si:

a) bn 6= 0, n un número par y n < m.

b) bn 6= 0, n un número par, n = m y d ≥ 0.

Para ambos casos, si bn < 0 es estable y bn > 0 es inestable.

57



58 Dos Valores Propios Cero con Multiplicidad Geométrica Uno

3. Punto cŕıtico con dominio eĺıptico si:

a) bn 6= 0, n un número impar y n < m.

b) bn 6= 0, n un número impar, n = m y d ≥ 0.

Demostración:

Procederemos a encontrar curvas solución invariantes del sistema (5.1). Para ello
proponemos una curva H en su expansión de Taylor tal que

y = H(x) = αrx
r + αr+1x

r+1 + . . . , (5.2)

entonces

ẏ = H ′(x)ẋ

= H ′(x)y

= H ′(x)H(x). (5.3)

De (5.1), (5.2) y (5.3)(
a2m+1x

2m+1 + . . .
)

+ bnx
n (αrx

r + . . .) = rα2
rx

2r−1 + . . . (5.4)

La idea será tratar de “balancear” la ecuación (5.4), notemos que el lado derecho es
O(|x|2r−1), sin embargo, el lado izquierdo es O(|x|2m+1) ó O(|x|n+r), dependiendo
de cuál sea el número menor entre 2m+ 1 y n+ r.

Si 2m + 1 ≤ n + r, entonces ẏ = O(|x|2m+1) por lo que deberemos hacer
2m+ 1 = 2r − 1, lo cual se logra haciendo, r = m+ 1. En este caso

2m+ 1 ≤ n+ r

2m+ 1 ≤ n+m+ 1

⇔
m ≤ n.

Si 2m+ 1 ≤ n+ r, entonces hacemos n+ r = 2r− 1, es decir r = n+ 1, luego

2m+ 1 > n+ r

2m+ 1 > n+ n+ 1

⇔
m > n.

Por lo tanto, consideraremos dos casos m ≤ n y m > n.
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Caso m ≤ n:

Si m ≤ n entonces proponemos

H(x) = αm+1x
m+1 + αm+2x

m+2 + . . . (5.5)

De (5.4) tenemos(
a2m+1x

2m+1 + . . .
)

+ bnx
n
(
αm+1x

m+1 + . . .
)

= (m+ 1)α2
m+1x

2m+1 + . . .

• Si m < n entonces

a2m+1 = (m+ 1)α2
m+1

luego,

αm+1 = ±
√

ak
m+ 1

. (5.6)

Observación 6. Observemos que si bn = 0 se sigue el procedimiento
anterior, por lo que el coeficiente αm+1 para este caso es también (5.6).

• Si m = n entonces

a2m+1 + bnαm+1 = (m+ 1)α2
m+1

luego,

αm+1 =
bn ±

√
b2n + 4(m+ 1)ak
2(m+ 1)

=
bn ±

√
d

2(m+ 1)
. (5.7)

Por lo tanto si m < n tenemos dos direcciones y si m = n podemos tener
una o dos direcciones de acuerdo al valor de d. En cualquiera de los casos la
velocidad sobre estas curvas esta determinada por

ẋ = αm+1x
m+1 + . . .

ẏ = (m+ 1)α2
m+1x

2m+1 + . . . (5.8)

Caso m > n:

Si m > n proponemos H(x) como

H(x) = αn+1x
n+1 + αn+2x

n+2 + . . . (5.9)

En consecuencia, de (5.4) tenemos(
a2m+1x

2m+1 + . . .
)

+ bnx
n
(
αn+1x

n+1 + . . .
)

= (n+ 1)α2
n+1x

2n+1 + . . .
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Como m > n obtenemos que

bnαn+1 = (n+ 1)α2
n+1

⇔

αn+1 = 0 ó αn+1 =
bn

n+ 1
.

Si αn+1 = 0 procederemos a encontrar el primer αn+q 6= 0 con q 6= 1, de este
modo tenemos

H(x) = αn+qx
n+q + . . .

H ′(x) = (n+ q)αn+qx
n+q−1 + . . .

Para que αn+q 6= 0 necesitamos que 2m + 1 = 2n + q, por lo tanto q =
2(m− n) + 1 y obtenemos

(a2m+1 + αn+qbn)x2n+q + . . . = (n+ q)α2
n+qx

2(n+q)−1 + . . .

Por lo que a2m+1 + αn+qbn = 0 esto ocurre si y solo si α2m−n+1 = −ak
bn

.
Entonces

H(x) = α2m−n+1x
2m−n+1 + . . . (5.10)

Por lo tanto si m > n tenemos dos direcciones invariantes cuyos primeros
coeficientes de su expansión en serie de Taylor son

αn+1 =
bn

n+ 1
(5.11)

para la primera curva y

α2m−n+1 = −ak
bn

(5.12)

para la segunda.

Por lo tanto si m > n tenemos dos direcciones de grado distinto. La velocidad
sobre estas curvas esta determinada por

ẋ = αn+1x
n+1 + . . .

ẏ = (n+ 1)α2
n+1x

2n+1 + . . . (5.13)

para la primer dirección, y

ẋ = α2m−n+1x
2m−n+1 + . . .

ẏ = (2m− n+ 1)α2
2m−n+1x

2(2m−n)+1 + . . . (5.14)

para la segunda curva.
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Notemos además que fuera de las curvas H(x) se cumple que ẋ > 0 para y > 0,
ẋ = 0 para y = 0 y ẋ < 0 para y < 0.

Una vez establecido lo anterior en forma general, procederemos a analizar cada uno
de los casos que menciona el teorema (10).

I: Si ak > 0 tenemos que d > 0. Por lo tanto, de (5.6) y (5.7) se sigue que para
m ≤ n ó bn = 0 (notemos en (5.7) que bn <

√
d), tenemos dos curvas invarian-

tes tales que sus primeros términos son del mismo grado pero con signo distinto.

Analicemos primero el caso m+ 1 par. Sobre la curva con αm+1 > 0, observe-
mos de (5.8) que ẋ > 0, ẏ < 0 para x < 0 y ẏ > 0 para x > 0. Análogamente
sobre la curva con αm+1 < 0, tenemos ẋ < 0, ẏ < 0 para x < 0 y ẏ > 0 para
x > 0. Seguimos un análisis análogo para m+ 1 impar.

Los retratos fase para los casos m + 1 par y m + 1 impar se observan en la
figuras (5.1) y (5.2), respectivamente.

Figura 5.1: ak > 0 y m+1 par: m ≤ n
ó bn = 0.

Figura 5.2: ak > 0 y m + 1 impar:
m ≤ n ó bn = 0.

Ahora, si m > n podemos observar de (5.11) y (5.12) que nuevamente tenemos
dos curvas cuyos primeros coeficientes tienen signos opuestos y grados distin-
tos pero con la misma paridad. De (5.13) y (5.14), análogamente a como lo
hicimos en el caso m ≤ n, obtenemos los siguientes retratos fase, figuras (5.3)
y (5.4) para n+1 par y m+1 impar (estos retratos fase se hacen considerando
bn > 0, el caso contrario se realiza de forma semejante).
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Figura 5.3: ak > 0 y n+1 par: m > n. Figura 5.4: ak > 0 y n+1 impar: m >
n.

Por lo tanto, si ak > 0 el origen es un punto Silla.

II: Supongamos que ak < 0 y analicemos los siguientes casos:

1. a) Si bn = 0 entonces αm+1 se encuentra determinado en (5.6) pero
ak < 0, por lo que este coeficiente no esta definido.

b) Si bn 6= 0 y m < n, nuevamente αm+1 está determinado en (5.6) y no
esta definido.

c) Si bn 6= 0 y m = n, αm+1 está determinado en (5.7), en consecuencia
si d < 0 tenemos que αm+1 nuevamente se indefine.

En ninguno de los tres casos podemos encontrar curvas invariantes que
pasen por el origen, por lo que podemos descartar sillas, sillas-nodos, no-
dos, cúspides o la existencia de sectores, pues no hay separatrices, como
posibles escenarios para el origen.

Por otro lado, de (5.1) podemos notar en ẋ que el sistema bajo las condi-
ciones anteriormente mencionadas se encuentra girando en el sentido de
las manecillas del reloj, un ejemplo de ello se muestra en la figura (5.5).
Por lo tanto, el origen es un foco o un centro.
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Figura 5.5: Centro.

2. a) Si bn 6= 0, n es par y n < m podemos ver en (5.11) y (5.12) que te-
nemos dos direcciones del mismo signo y diferente grado pero ambos
impares.

De (5.13) y (5.14) si consideremos bn > 0 (el caso bn < 0 es análogo),
obtenemos para ambas curvas que si x > 0 y y > 0 tenemos ẋ > 0 y
ẏ > 0; si x < 0 y y < 0 tenemos ẋ < 0 y ẏ < 0. Por lo que estas dos
separatrices siguen el mismo flujo (ambas inestables).

Por lo tanto el origen es un nodo e incluso podemos conocer su es-
tabilidad, si bn > 0 el origen es inestable y por el contrario si bn < 0
el origen es un nodo estable.

b) Si bn 6= 0, n es par, n = m y d ≥ 0, observemos de (5.7) que podemos
tener dos direcciones ó una en el caso d = 0, notemos también que√
d < bn ya que ak < 0, en consecuencia ambas direcciones tienen el

mismo signo (el signo de bn) y como n es par las curvas H(x) cuyos
primeros coeficientes son αm+1 comienzan en grado impar. De (5.8)
podemos observar que nuevamente el sistema se comporta como en
el caso anterior y nuevamente el signo de bn determina la estabilidad,
con bn < 0 para el caso estable (incluso en el caso de una sola curva
invariante) . Por lo tanto, el origen es un nodo.

La figura (5.6) muestra el retrato fase que presentan ambos casos, consi-
derando bn > 0 el otro caso (bn < 0) arroja un retrato fase similar pero
estable.
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Figura 5.6: Nodo para k impar, bn > 0.

3. a) Si bn 6= 0, n es un número impar y n < m. Nos encontramos en el ca-
so en que tenemos dos direcciones αn+1 y α2m−n+1, como se expresa
en (5.11) y (5.12), por lo que tenemos dos curvas H(x) tales que su
primer término es de grado par distinto pero sus coeficientes son del
mismo signo para ambas. Por lo que sobre estas curvas, de (5.13) y
(5.14), observamos que si bn > 0 (el otro caso es análogo) entonces
ẋ > 0, ẏ > 0 para x > 0 y ẏ < 0 para x < 0.

Las curvas invariantes son separatrices, fuera de éstas curvas que pa-
san por el origen, como ya mencionamos antes, ẋ > 0 para y > 0 y
ẋ > 0 para y > 0, por lo que para este caso tenemos dos sectores
parabólicos entre una curva y otra, un sector hiperbólico en la par-
te superior a las curvas (de acuerdo a ẋ) y un sector eĺıptico en la
parte inferior a ambas curvas, recordando que estamos considerando
bn > 0. Si esto ocurre decimos que el origen es un Punto Cŕıtico
con Dominio Eĺıptico. Podemos observar el retrato fase para este
caso en la figura (5.7).
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Figura 5.7: Dominio eĺıptico con dos
sectores parabólicos, uno eĺıptico y
uno hiperbólico.

Figura 5.8: Dominio eĺıptico con un
sector eĺıptico y uno hiperbólico.

b) Si bn 6= 0, n es un número impar, n=m y d ≥ 0, de (5.7) tenemos dos
casos, para d > 0 tenemos como en el caso anterior dos direcciones del
mismo signo y de grado par igual, de modo que tenemos un retrato
fase como en el caso anterior, como en la figura (5.7). Si d = 0 tenemos
una sola dirección cuyo signo esta determinado por el signo de bn y
de grado par, aśı que si bn > 0 tenemos que ẋ > 0 sobre la curva, en
la parte superior a la curva el flujo se mueve hacia la derecha por lo
que tenemos un sector hiperbólico y bajo la curva el flujo se mueve
hacia la izquierda (dirección contraria a la curva separatriz) por lo
que tenemos un sector eĺıptico. En este caso también se dice que el
origen es un Punto Cŕıtico con Dominio Eĺıptico. El retrato fase
en este caso se observa en la figura (5.8).

Teorema 11. Sea k = 2m con m ≥ 1 en (5.1). Entonces el origen es:

1. Cúspide si:

a) bn = 0.

b) bn 6= 0 y n ≥ m.

2. Silla-nodo si bn 6= 0 y n < m.

Demostración: Recordemos que el sistema es de la forma

ẋ = y

ẏ = akx
k [1 + g(x)] + bnx

ny [1 + h(x)] + y2R(x, y)
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1: a) En el caso en que bn = 0 el sistema es de la forma

ẋ = y

ẏ = akx
k + . . .

luego,

dy

dx
=
akx

k + . . .

y
,

separando variables tenemos

ydy = (akx
k + . . .)dx,

e integrando ambos lados de la ecuación anterior obtenemos que las so-
luciones del sistema son

y = ±

√
2

(
ak
k + 1

xk+1 + . . .

)
+ c.

Notemos que si la constante c = 0 obtenemos las curvas invariantes que
pasan por el origen y la velocidad en x esta dada por el signo de la ráız,
por lo que tenemos una dirección que converge al origen y una que sale,
como se muestra en la figura (5.9). Este tipo de comportamiento se conoce
como cúspide.

Figura 5.9: Cúspide, k par y bn = 0.

b) Consideremos el caso en el que m es par, bn 6= 0 y n ≥ m. Para este caso
utilizaremos la técnica del blow-up aplicada al sistema (5.1), haremos uso
del blow-up en la dirección x positiva, y del blow-up en la dirección x ne-
gativa, analizados en los ejemplos 4 y 5 de Preliminares, respectivamente.

Consideremos ak > 0, entonces hacemos el siguiente cambio de coorde-
nadas

x = u2

y = uk+1v
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de donde tenemos que ẋ = 2uu̇, entonces

u̇ =
ẋ

2u
=
uk+1v

2u
=
ukv

2
.

Por otro lado, ẏ = (k + 1)uku̇v + uk+1v̇, entonces

v̇ =
ẏ − (k + 1)uku̇v

uk+1

=
1

uk+1

[
u2k

(
ak(1 + g(u2)) + bnu

2n−k+1v(1 + h(u2))
)

+v2
(
u2R(u, v)− (k + 1)

2

)]
= aku

k−1 + bnu
2nv − (k + 1)

2
uk−1v2

+uk−1
(
akg(u2) + bnu

2n−k+1vh(u2) + u2v2R(u, v)
)
,

por lo que el sistema bajo el cambio de coordenadas es

u̇ =
1

2
ukv

v̇ = aku
k−1 + bnu

2nv − (k + 1)

2
uk−1v2

+uk−1
(
akg(u2) + bnu

2n−k+1vh(u2) + u2v2R(u, v)
)
.

Ahora dividimos el sistema anterior por uk−1 para obtener un nuevo sis-
tema el cual es que analizaremos, notemos que nos encontramos en el caso
en que n ≥ m por lo que 2n− k + 1 > 0, entonces el nuevo sistema bajo
el blow-up es

u̇ =
1

2
uv

v̇ = ak + bnu
2n−k+1v − (k + 1)

2
v2

+
(
akg(u2) + bnu

2n−k+1vh(u2) + u2v2R(u, v)
)
,

los puntos de equilibrio para este sistema son P1,2 =
(

0,±
√

2ak
k+1

)
. Mien-

tras que la matriz Jacobiana del sistema en general es

Df̃(u, v) =

(
1
2v

1
2u

(2n− k + 1)bnu
2n−kv + . . . . . .− (k + 1)v

)
,

evaluando en los puntos de equilibrio tenemos

Df̃(P1) =

 1
2

√
2ak
k+1 0

0 −(k + 1)
√

2ak
k+1

 y,

Df̃(P2) =

 −1
2

√
2ak
k+1 0

0 (k + 1)
√

2ak
k+1

 .
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Notemos que ambos equilibrios son ahora hiperbólicos por lo que po-
demos utilizar el teorema de Hartman-Grobman, por lo que se puede
observar que ambos equilibrios son tipo silla. P1 tiene una variedad ines-

table tangente a la recta v =
√

2ak
k+1 y una variedad estable sobre la recta

u = 0, inversamente P2 tiene una variedad estable tangente a la recta

v = −
√

2ak
k+1 y una variedad inestable sobre la recta u = 0, como pode-

mos ver en la figura (5.10).

Recordemos que con este blow-up, al efectuarse la transformación del
plano u-v al x-y, solo consideramos la dirección u positiva y ésta a su
vez, solo nos aporta el retrato fase en la dirección x positiva, por lo que
la figura (5.10) en u-v, al contraer el origen, se transforma en la figura
(5.11) en x-y.

Figura 5.10: Blow-up dirección x+. Figura 5.11: Retrato fase en x positiva.

Ahora, resta analizar como es el retrato fase en el lado izquierdo del plano,
para ello emplearemos el blow-up en dirección x negativa. Para este caso
el cambio de coordenadas es

x = −u2

y = uk+1v

entonces

u̇ = −1

2
ukv

v̇ = aku
k−1 + (−1)nbnu

2nv +
(k + 1)

2
uk−1v2

+uk−1
(
akg(u2) + bnu

2n−k+1vh(u2) + u2v2R(u, v)
)
,
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dividiendo el campo por uk−1 tenemos

u̇ = −1

2
uv

v̇ = ak + (−1)nbnu
2n−k+1v +

(k + 1)

2
v2

+
(
akg(−u2) + bnu

2n−k+1vh(−u2) + u2v2R(−u, v)
)
.

Notemos que u̇ = 0 ⇔ u = 0 ó v = 0. Si u = 0 entonces v =
√
−2ak
k+1 ,

lo cual no puede ocurrir ya que supusimos ak > 0, por lo que no te-
nemos ningún equilibrio en el eje v. Luego, si v = 0, entonces v̇ = 0 ⇔
1+g(−u2) = 0, por lo que pueden existir equilibrios aislados en el eje u, de
ser aśı, restringimos nuestro dominio a una vecindad menor del origen, es
decir, de modo que localmente no tengamos ningún equilibrio. Para u = 0
tenemos una dirección invariante con flujo positivo. Observemos también
que si v = 0 las soluciones no tienen velocidad en u, por lo que atraviesan
el eje u de forma vertical. Como nos encontramos en una vecindad del
origen, el término que domina en v̇ es ak, por ser positivo, el flujo en la
dirección v sobre todas las soluciones también lo es, mientras que en la
dirección u el flujo dependerá del cuadrante en el que nos encontremos,
por ejemplo, en el segundo y tercer cuadrante, éste será negativo. De lo
anterior obtenemos el retrato fase en u-v, observado en la figura (5.12).

Como vimos en Preliminares, consideramos la dirección u positiva para
obtener el retrato fase en el lado izquierdo del plano x-y. De este modo, al
transformar éstas curvas obtenemos el retrato fase observado en la figura
(5.13).

Figura 5.12: Blow-up dirección x−. Figura 5.13: Retrato fase en x negativa.

Finalmente, unimos los retratos fase (5.11) y (5.13) para obtener la cúspi-
de (figura 5.14). Si ak < 0, la situación es análoga.
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Figura 5.14: Retrato fase final: cúspide.

En conclusión, si k es par y tenemos, bn = 0 ó bn 6= 0 con n ≥ m el origen es
punto de equilibrio tipo cúspide.

2: Supongamos que n < m, bn 6= 0 y k = 2m. Buscamos una curva H(x) en
serie de Taylor tal que H(0) = 0 y y = H(x), por lo que ẏ = H ′(x)H(x)
propondremos la curva H(x) de la siguiente forma y procederemos a encontrar
su primer coeficiente:

H(x) = αn+1x
n+1 + . . . (5.15)

⇒ H ′(x) = (n+ 1)αn+1x
n + . . .

Entonces(
a2mx

2m + . . .
)

+ bnx
n
(
αn+1x

n+1 + . . .
)

= (n+ 1)α2
n+1x

2n+1 + . . .

Notemos que si n < m, 2n+ 1 < 2m de este modo obtenemos que

bnαn+1 = (n+ 1)α2
n+1

⇔

αn+1 = 0 ó αn+1 =
bn

n+ 1

Si αn+1 = 0 debemos encontrar el primer coeficiente αn+q de H(x) distinto de
cero. Por lo que propondremos

H(x) = αn+qx
n+q + . . .
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en consecuencia,(
a2mx

2m + . . .
)

+ bnx
n
(
αn+qx

n+q + . . .
)

= (n+ 1)α2
n+qx

2(n+q)−1 + . . .

aśı, para que αn+q 6= 0 necesitamos que 2m = 2n+q por lo que debemos hacer
q = 2(m− n). Notemos que

2(n+ q)− 1 = 4m− 2n− 1 = 2m+ [(m− n)− 1] + (m− n) > 2m,

por lo que

a2m + bnαn+q = 0

⇒ α2m−n = −a2m
bn

.

Por lo tanto si bn 6= 0 y n < m tenemos dos curvas invariantes cuyos primeros
coeficientes son

αn+1 =
bn

n+ 1
(5.16)

por lo que

H(x) = αn+1x
n+1 + . . . y

ẋ = αn+1x
n+1 + . . .

ẏ = (n+ 1)α2
n+1x

2n+1 + . . . (5.17)

para la primera curva y

α2m−n = −ak
bn

(5.18)

para la segunda, con

H(x) = α2m−nx
2m−n + . . . y

ẋ = α2m−nx
2m−n + . . .

ẏ = (2m− n)α2
2m−nx

2(2m−n)−1 + . . . (5.19)

Analicemos el comportamiento del flujo sobre estas curvas invariantes. Supondre-
mos ak > 0 y bn > 0 (los otros casos se analizan de forma análoga), supongamos
también que n + 1 es impar, entonces para la curva H(x) = αn+1x

n+1 + . . . , con
αn+1 especificado en (5.16), tenemos ẋ > 0 y ẏ > 0 si x > 0, por el contrario ẋ < 0
y ẏ < 0 si x < 0. La otra curva, H(x) = α2m−nx

2m−n + . . . , con α2m−n < 0 de
acuerdo a (5.18), inicia en grado par por lo que ẋ < 0 sobre toda la curva, ẏ > 0 si
x < 0 y ẏ < 0 si x > 0. El retrato fase para este caso se observa en la figura (5.15),
el caso n + 1 las soluciones tienen el mismo comportamiento pero se invierten las
paridades de el grado inicial de las curvas.
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Figura 5.15: Punto de equilibrio tipo Silla-nodo.

Por lo tanto, bajo estas condiciones el origen es un punto de equilibrio tipo silla-
nodo.

5.1. Ejemplos

Para mostrar la utilización de los dos teoremas anteriores presentaremos los ejemplos
siguientes:

Ejemplo 14. Consideremos el sistema

ẋ = y

ẏ = ax3 + bx2y, a 6= 0. (5.20)

En este caso tenemos k impar con m = 1 y n = 2. Notemos que el origen es el
único punto de equilibrio del sistema, gracias a nuestros teoremas fácilmente podemos
determinar que:

Si a > 0 el origen es un punto de equilibrio tipo silla.

Si a < 0 el origen es un punto de equilibrio tipo foco ó centro.

Los retratos fase para este ejemplo se muestran en las figuras (5.16) y (5.17).



5.1 Ejemplos 73

Figura 5.16: Retrato fase de (5.20),
a > 0: punto silla.

Figura 5.17: Retrato fase de (5.20),
a < 0: foco o centro.

Ejemplo 15. Analicemos el sistema

ẋ1 = x1 + x2

ẋ2 = −x1 − x2 + αx31 + βx42, α, β ∈ R, β 6= 0. (5.21)

Los puntos de equilibrio para este sistema son P1 = (0, 0) y P2 = (−α
β ,

α
β ), notemos

que si α = 0 el origen es el único equilibrio. La matriz Jacobiana del sistema es

Df(x) =

(
1 1

−1 + 3αx21 −1 + 4βx32

)
,

evaluando la Jacobiana en P2 tenemos

Df(P2) =

(
1 1

−1 + 3α3

β2 −1 + 4α
3

β2

)
.

Los valores propios de la matriz Df(P2) son λ1,2 = 2α
3

β2 ±
√

4α
6

β4 − α3

β2 , si α 6= 0

este equilibrio es hiperbólico por lo que su comportamiento puede ser determinado
mediante el teorema de Hartman-Grobman de acuerdo con los valores para α y β.
Por lo que ahora nos enfocaremos en determinar como es el retrato fase en una
vecindad del origen.

La matriz Jacobiana del sistema evaluada en el origen es

A = Df(P1) =

(
1 1
−1 −1

)
,

cuyos valores propios son λ1,2 = 0 y los vectores propios asociados a ellos son v1 =
(1,−1)T y v2 = (1, 0)T . Por lo que la matriz P de cambio de coordenadas y su
inversa son

P =

(
1 1
−1 0

)
y P−1 =

(
0 −1
1 1

)
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como la matriz P es tal que P−1AP =

(
0 1
0 0

)
, introducimos ahora el cambio de

coordenadas y = P−1x. Bajo este cambio de coordenadas el sistema queda como

ẏ1 = y2 − α(y1 + y2)
3 − βy41

ẏ2 = α(y1 + y2)
3 + βy41,

haciendo el cambio de variable z1 = y1 + y2 y z2 = y2 tenemos el finalmente el
sistema

ż1 = z2

ż2 = αz31 + βz41 − 4βz31z2 + 6βz21z
2
2 − 4βz1z

3
2 + βz42 ,

el sistema se encuentra ahora en su forma normal por lo que podemos ahora emplear
el teorema, notemos que n = 3,

Si α 6= 0 entonces k es impar con m = 1, por lo que n > m, se sigue que

• Si α > 0 entonces el origen es un punto de equilibrio tipo silla.

• Si α < 0 entonces el origen es un punto de equilibrio tipo foco o centro.

Si α = 0 entonces k es par con m = 2 y n > m entonces el origen es un punto
de equilibrio tipo cúspide.

Los retratos fase del sistema (5.21), en una vecindad del origen, para cada caso se
muestran el las figuras (5.18), (5.19) y (5.20).

Figura 5.18: Retrato fase de (5.21), α > 0: punto silla.
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Figura 5.19: Retrato fase de (5.21), α < 0: foco.

Figura 5.20: Retrato fase de (5.21), α = 0: cúspide.
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Caṕıtulo 6

Valores propios imaginarios

En general, el poder distinguir si un punto de equilibrio en el plano es un foco o un
centro es un problema clásico, el cual sigue quedando abierto, pues no se a logrado
dar una caracterización expĺıcita para ello. Sin embargo, existen ciertas herramien-
tas, como el cambio a coordenadas polares, que nos permiten distinguir entre uno
y otro, aśı como también existen caracterizaciones para ciertos tipos espećıficos de
campos, algunas de éstas serán tratadas en el caṕıtulo presente.

Consideremos el sistema ẋ = f(x) con x ∈ R2, tal que f(0) = 0 y

A = Df(0) ≈ J =

(
0 −ω
ω 0

)
con ω > 0.

Notemos que los valores propios de la matriz A son los números complejos λ1,2 = ±i.
Sin pérdida de generalidad, podemos hacer un cambio de coordenadas tal que la
matriz Jacobiana del sistema puede ser escrita en su forma normal J , por lo que el
sistema alrededor del origen puede ser transformado como

ẋ = −ωy + p(x, y)

ẏ = ωx+ q(x, y) (6.1)

donde p, q = o(x, y).

Ejemplo 16. Consideremos el sistema no lineal

ẋ = −y + x
√
x2 + y2 sin

(
1/
√
x2 + y2

)
ẏ = x+ y

√
x2 + y2 sin

(
1/
√
x2 + y2

)
para x2 + y2 6= 0 y definimos f(0) = 0. Cambiamos el sistema a coordenadas polares

rṙ = xẋ+ yẏ

= −xy + x2
√
x2 + y2 sin

(
1/
√
x2 + y2

)
+ xy + y2

√
x2 + y2 sin

(
1/
√
x2 + y2

)
= r3 sin (1/r)

r2θ̇ = xẏ − yẋ

= x2 + xy
√
x2 + y2 sin

(
1/
√
x2 + y2

)
+ y2 − xy

√
x2 + y2 sin

(
1/
√
x2 + y2

)
= r2

77
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entonces el sistema bajo el cambio de coordenadas es

ṙ = r2 sin (1/r)

θ̇ = 1

para r > 0 y ṙ = 0 para r = 0. Podemos ver que para r = 1
nπ , n = 1, 2, . . . ṙ es

igual cero, por lo que las circunferencias r = 1
nπ son soluciones del sistema. Además

para 1
nπ > r > 1

(n+1)π tenemos nπ < 1
r < (n+ 1)π entonces observemos que ṙ < 0 si

n es impar, por otro lado si n es par ṙ > 0. Por lo tanto las trayectorias entre las
circunferencias r = 1

nπ giran acercando o alejándose a una de estas circunferencias,
como se muestra en la figura (6.1). Este comportamiento alrededor del origen es
llamado foco-centro y lo definimos a continuación.

Figura 6.1: Foco-centro.

Definición 4. El origen es llamado foco-centro de (6.1) si existe una sucesión de
curvas solución cerradas Γn con Γn+1 en el interior de Γn tal que Γn → 0 cuando
n → ∞ y tal que toda trayectoria entre Γn y Γn+1 converge a una de estas curvas
cerradas cuando t→ ±∞.

En general, si el origen es un equilibrio para el sistema (6.1), en una vecindad de él
existen tres posibles escenarios los cuáles se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 12. Sea E un conjunto abierto de R2 conteniendo al origen y sea f ∈
C1(E). Supongamos que el origen es un equilibrio aislado para el sistema (6.1). En-
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tonces el origen es un punto de equilibrio tipo centro, foco o foco-centro.

Demostración:

Haciendo el cambio del sistema (6.1) a coordenadas polares obtenemos

rṙ = xẋ+ yẏ

= −ωxy + xp(x, y) + ωxy + yq(x, y)

= r cos θp(r cos θ, r sin θ) + r sin θq(r cos θ, r sin θ)

r2θ̇ = xẏ − yẋ
= ωx2 + xq(x, y) + ωy2 − yp(x, y)

= ωr2 + r cos θq(r cos θ, r sin θ)− r sin θp(r cos θ, r sin θ),

por lo que el sistema en coordenadas polares es

ṙ = cos θp(r cos θ, r sin θ) + sin θq(r cos θ, r sin θ)

θ̇ = ω +
1

r
[cos θq(r cos θ, r sin θ)− sin θp(r cos θ, r sin θ)] . (6.2)

Luego, por hipótesis p, q = o(r), es decir, |p(r cos θ, r sin θ)/r| → 0 y |q(r cos θ, r sin θ)/r| →
0 cuando r → 0. En consecuencia,

|ṙ|
r

= |cos θ| |p(r cos θ, r sin θ)|
r

+ |sin θ| |q(r cos θ, r sin θ)|
r

≤ |p(r cos θ, r sin θ)|
r

|+ |q(r cos θ, r sin θ)|
r

→ 0

entonces ṙ = o(r) y de manera semejante obtenemos que θ̇ = ω+o(1) cuando r → 0.
Por lo tanto existe una δ tal que si 0 < r < δ entonces

|θ̇ − ω| < ε

haciendo ε = ω/2 tenemos que θ̇ > ω/2 > 0. Entonces para 0 < r0 < δ y θ0 ∈ R,

θ(t, r0, θ0) >
ωt

2
+ θ0 →∞ cuando t→∞,

además tenemos que θ(t, r0, θ0) es una función de t monótona y creciente. Sea t =
h(θ) la inversa de esta función monótona. Definimos

r̃(θ) = r(h(θ), r0, θ0) para 0 < r0 < δ y θ0 ∈ R

entonces de (6.2) r̃(θ) satisface la ecuación diferencial

dr̃

dθ
= F̃ (r̃, θ) =

cos θp(r̃ cos θ, r̃ sin θ) + sin θq(r̃ cos θ, r̃ sin θ)

ω + (cos θ/r̃)q(r̃ cos θ, r̃ sin θ)− (sin θ/r̃)p(r̃ cos θ, r̃ sin θ)
.
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Supongamos que el origen no es un centro ni un foco-centro del sistema no lineal
(6.1). Entonces para una δ > 0 suficientemente pequeña, no existen trayectorias
cerradas en la vecindad Nδ(0)\{0}. Entonces para 0 < r0 < δ y θ0 ∈ R tenemos dos
casos r̃(θ0+2π) < r̃(θ0) ó r̃(θ0+2π) > r̃(θ0). Supongamos que el primer caso ocurre.
El segundo caso lo podemos tratar de forma similar. Si r̃(θ0 + 2π) < r̃(θ0) entonces
r̃(θ0 + 2kπ) < r̃(θ0 + 2(k− 1)π) para k = 1, 2, 3, . . ., de otra manera tendŕıamos dos
trayectorias de (6.1) pasando por el mismo punto, lo cual es imposible. La sucesión
r̃(θ0 + 2kπ) es monótona, decreciente y acotada por cero, por lo tanto el siguiente
ĺımite existe y es no negativo:

r̃1 = ĺım
k→∞

r̃(θ0 + 2kπ).

Si r̃1 = 0 entonces r̃(θ)→ 0 cuando θ →∞, es decir, r(t, r0, θ0)→ 0 y θ(t, r0, θ0)→
∞ cuando t → ∞ por lo que el origen es un foco estable para el sistema (6.1). Si
r̃1 > 0 entonces, como |F̃ (r, θ)| ≤M con M ∈ R para 0 ≤ r ≤ δ y 0 ≤ θ ≤ 2π, la su-
cesión r̃(θ0+θ+2kπ) es uniformemente continua en [0, 2π]. Por lo tanto, por el lema
de Ascoli (probado en Rudin: Teorema 7.25), existe una subsucesión convergente de
r̃(θ0 + θ + 2kπ) convergiendo a la solución r̃1(θ) que satisface r̃1(θ) = r̃1(θ + 2kπ);
es decir, r̃1 es una órbita periódica de (6.2), lo cual es una contradicción, ya que
supusimos que no exist́ıan trayectorias cerradas de (6.1) en Nδ(0) \ {0} donde el
origen no es un centro ni un foco-centro. Por lo tanto si el origen no es un centro ni
un foco-centro, r̃ = 0 por lo que el origen es un foco para el sistema (6.1).

Un foco-centro no puede ocurrir en un sistema anaĺıtico. Esto es consecuencia del
Teorema de Dulac, cuya prueba la podemos encontrar en el libro de J. Ecalle. Dicho
teorema establece lo siguiente:

Teorema 13. (Dulac) En cualquier región acotada del plano, el sistema anaĺıtico
ẋ = f(x) con x ∈ R2 tiene a lo más un número finito de ciclos ĺımite.

Del teorema anterior y el teorema (12) se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2. Sea E un subconjunto abierto de R2 que contiene al origen y sea f
una función anaĺıtica en E. Supongamos que f alrededor del origen es de la forma
(6.1). Entonces el origen es un foco o un centro para el sistema ẋ = f(x).

Ejemplo 17. Consideremos el sistema

ẋ = −y − x3 − xy2

ẏ x− x2y − y3 (6.3)
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notemos que el sistema (6.3) es un centro en la linealización, analizaremos el com-
portamiento alrededor del origen para este sistema no lineal. Realizamos el cambio
a coordenadas polares

rṙ = −xy − x4 − x2y2 + xy − x2y2 − y4

= −r4

r2θ̇ = x2 − x3y − xy3 + y2 + x3y + xy3

= r2

por lo que el sistema es

ṙ = −r3

θ̇ = 1

Notemos que ṙ < 0 y θ̇ > 0 por lo que las soluciones giran convergiendo al origen.
Por lo tanto el origen es un foco no hiperbólico estable para el sistema (6.3). El
retrato fase del sistema se muestra en la figura (6.2).

Figura 6.2: Foco no-hiperbólico.

Como hemos visto, una herramienta que nos permite identificar si el sistema es un
foco o un centro es el uso de coordenadas polares, otra herramienta que nos ayuda a
determinar el comportamiento del origen es la existencia de simetŕıas en la ecuación
diferencial. Las simetŕıas mas sencillas de observar son las simetŕıas respecto al eje
x y al eje y.



82 Valores propios imaginarios

Definición 5. El sistema ẋ = f(x) con x ∈ R2, es simétrico con respecto al eje x
si es invariante bajo la transformación (t, y) 7→ (−t,−y); es simétrico con respecto
al eje y si es invariante bajo la transformación (t, x) 7→ (−t,−x).

La existencia de estas simetŕıas nos permite establecer el siguiente teorema:

Teorema 14. Sea E un subconjunto abierto de R2 conteniendo el origen y sea
f ∈ C1(E) si el sistema no lineal ẋ = f(x), x ∈ R2 es simétrico con respecto al eje
x o respecto al eje y, y si el origen es un centro para la linealización del sistema,
entonces el origen es también un centro para el sistema no lineal.

Demostración:

Por el teorema (12) sabemos que cualquier trayectoria en la vecindad Nδ(0) que
cruce el eje x positivo, cruza también el eje x negativo. Si el sistema es simétrico
respecto al eje x entonces las trayectorias en Nδ(0) serán simétricas respecto al eje
x y en consecuencia todas las trayectorias en Nδ(0) serán cerradas. Por lo tanto,
será un centro para el sistema no lineal.

Ejemplo 18. Analicemos el sistema

ẋ = −y − xy
ẏ = x+ x2. (6.4)

En coordenadas polares tenemos

ṙ =
1

r
(xẋ+ yẏ) =

1

r
(−xy − x2y + xy + yx2) = 0

θ̇ =
1

r2
(xẏ − yẋ) =

1

r2
(x2 + x3 + y2 + xy2) =

1

r2
(r2 + r3cosθ) = 1 + x > 0

para x > −1, entonces a lo largo de toda trayectoria en el semiplano x > −1, tene-
mos r(t) constante y θ(t) es creciente y no acotada cuando t → ∞. Por lo tanto el
origen es un centro para el sistema no lineal sistema (6.4).

Notemos que este sistema tiene simetŕıa respecto al eje x, ya que al aplicar la trasfor-
mación (−t,−y) al sistema, tenemos que si x(t) 7→ x(−t) entonces ẋ(t) 7→ −ẋ(−t),
y además si y(t) 7→ −y(−t) entonces ẏ(t) 7→ ẏ(−t), aśı que

ẋ(−t) = −(−(−y)− x(−y)) = −y − xy
ẏ(−t) = x+ x2.
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por lo que efectivamente el sistema es invariantes bajo la transformación (−t,−y).
Por lo tanto, de forma alternativa, si inicialmente notamos que el sistema tiene
simetŕıa, por el teorema (14) podemos concluir que el origen es un centro para el
sistema (6.4), como hemos comprobado al pasar el sistema a coordenadas polares.
El retrato fase del sistema se muestra en la figura (6.3).

Figura 6.3: Centro topológico.

Ejemplo 19. Consideremos en una vecindad del origen el sistema Hamiltoniano

ẋ = y − x2

ẏ = −x+ 2xy

⇔(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 1
−1 0

)(
x
y

)
+

(
−x2
2xy

)
(6.5)

con Hamiltoniano H(x, y) = 1
2(x2 +y2)−x2y. El Hamiltoniano representa la enerǵıa

del sistema, la cual es invariante, es decir, dH/dt = 0, por lo que en los sistemas
Hamiltonianos se cumple que ẋ = ∂H/∂y y ẋ = −∂H/∂x.

Sabemos que el sistema es anaĺıtico por lo que descartamos la posibilidad de que el
origen sea un punto de equilibrio tipo foco-centro. Por otro lado, el sistema (6.5) no
tiene simetŕıa respecto al eje x ni respecto al eje y, por lo que no podemos afirmar
de esta forma que el origen sea un centro.
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Sin embargo, haciendo uso de las propiedades de los Hamiltonianos dibujamos las
curvas del nivel del Hamiltoniano H, es decir,

x2 + y2 − 2x2y = c

las cuales son curvas cerradas alrededor del origen, por lo que el sistema (6.5) es un
centro, a pesar de no ser simétrico, como se muestra en la figura (6.4).

Figura 6.4: Centro topológico del Sistema Hamiltoniano.



Caṕıtulo 7

Continuos de equilibrios

Consideremos el sistema

ẋ = P (x, y)

ẏ = Q(x, y) (7.1)

donde P y Q son polinomios homogéneos de grado n y m, respectivamente, con
n,m ≥ 2.

Supongamos ahora que P y Q son tales que

ẋ = P (x, y) = h(x, y)f(x, y)

ẏ = Q(x, y) = h(x, y)g(x, y) (7.2)

Como P y Q son polinomios homogéneos los factores h, f y g son también polino-
mios homogéneos, los cuáles pueden descomponerse en producto de factores lineales
o cuadráticos (véase apéndice).

Analizaremos el comportamiento del retrato fase de acuerdo a las caracteŕısticas de
h(x, y).

7.1. Caso I

Sea h(x, y) = ax + by entonces la recta ax + by = 0 representa un continuo de
equilibrios que pasan por el origen. Notemos que la recta h(x, y) = 0 divide el plano
en dos regiones, en las cuales, de un lado de la recta h(x, y) tiene signo positivo, y
del otro lado tiene signo negativo. Ahora analicemos el comportamiento fuera del
continuo de equilibrios, entonces

dy

dx
=

ẏ

ẋ

=
h(x, y)g(x, y)

h(x, y)f(x, y)
con h(x, y) 6= 0,

=
g(x, y)

f(x, y)
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Por lo tanto, las trayectorias fuera de la recta ax+ by = 0 siguen las soluciones del
sistema

ẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y), (7.3)

salvo el signo de h(x, y) que cambia la dirección de la trayectoria, es decir, si
h(x, y) > 0 la dirección de la trayectoria se conserva igual a la solución del sis-
tema (7.3) y si h(x, y) < 0 las direcciones se invierten.

Por lo tanto, el problema se reduce a analizar el comportamiento de las soluciones
del sistema (7.3), de acuerdo a lo estudiado anteriormente para los casos en que el
origen es el único equilibrio, ya sea hiperbólico o no-hiperbólico.

Ejemplo 20. Consideremos el sistema

ẋ = −(x2 + xy − 2y2) = (x+ 2y)(y − x)

ẏ = −(x2 + 3xy + 2y2) = −(x+ 2y)(x+ y) (7.4)

entonces (7.4) tiene como factor común h(x, y) = x + 2y por lo que la recta x +
2y = 0 es un continuo de equilibrios. Notemos que en el semi-plano superior a la
recta x + 2y = 0 el factor h(x, y) es positivo y negativo en el semi-plano inferior a
ella. Procederemos a analizar el comportamiento de las soluciones fuera de la recta
h(x, y) = 0, es decir, analizar las soluciones para el sistema

ẋ = y − x
ẏ = −x− y (7.5)

Este sistema lineal cuya matriz Jacobiana es

A =

(
−1 1
−1 −1

)
,

tiene como valores propios a λ1 = −1 + i y λ2 = −1− i, por lo que el sistema (7.5)
representa un foco estable.

Por lo tanto, las soluciones del sistema original (7.4) en el semi-plano superior a
la recta x + 2y = 0 tienen la misma dirección que las soluciones del sistema (7.5),
ya que x+ 2y > 0, mientras que en el semi-plano inferior al continuo de equilibrios
cambian de dirección, debido a que x+ 2y < 0.

El retrato fase del sistema (7.4) en una vecindad del origen se muestra en la figura
(7.1). Notemos que los equilibrios en el semiplano izquierdo son inestables, mientras
que en el derecho son estables.
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Figura 7.1: Retrato fase del sistema (7.4)

7.2. Caso II

Supongamos ahora que h(x, y) = |c|2x2 − 2 Re(c)xy + y2, donde c y su conjugado
son ráıces complejas de los polinomios homogéneos P y Q (véase apéndice), por lo
que h(x, y) = 0 es elipse degenerada, es decir, el origen. Notemos también que si
c = α+ βi entonces

h(x, y) = |c|2x2 − 2 Re(c)xy + y2

= (α2 + β2)x2 − 2αxy + y2

= (αx− y)2 + β2x2 ≥ 0,

por lo que, en este caso, el factor h(x, y) al ser cancelado en

dy

dx
=

ẏ

ẋ

=
h(x, y)g(x, y)

h(x, y)f(x, y)
con h(x, y) 6= 0,

=
g(x, y)

f(x, y)
,
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no altera el comportamiento de las soluciones del sistema

ẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y), (7.6)

por lo que el sistema (7.2) se comporta como el sistema (7.6).

Ejemplo 21. Analicemos el comportamiento de las soluciones del siguiente sistema

ẋ = (5x2 − 4xy + y2)(y − x)

ẏ = −(5x2 − 4xy + y2)(x+ y) (7.7)

Notemos entonces que h(x, y) = 5x2−4xy+y2 = 0 representa una elipse degenerada,
la cual es solo el origen, y fuera del origen el factor h(x, y) > 0 por lo que el problema
queda reducido a analizar las soluciones del sistema

ẋ = y − x
ẏ = −(x+ y) (7.8)

que como vimos en el ejemplo anterior, es un foco estable. Por lo que el sistema
(7.7) es también un foco estable, como se muestra en la figura (7.2).

Figura 7.2: Retrato fase del sistema (7.7)
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7.3. Caso III

Un tercer y último caso es cuando el factor h(x, y) es combinación de factores li-
neales y/o cuadráticos, por ejemplo, h(x, y) = (a1x + b1y)(a2x + b2y) . . . (|c1|2x2 −
2Re(c1)xy+y2) . . .. Por lo que los factores lineales igualados a cero, representan rec-
tas que pasan por el origen que son continuos de equilibrios, y los factores cuadráticos
igualados a cero representan únicamente al origen.

Como vimos en el caso anterior, los factores cuadráticos fuera del origen siempre son
positivos, y cada uno de los factores lineales es una recta que divide al plano en dos
semiplanos, en los cuales de un lado de la recta el factor lineal es positivo y del otro
negativo. Entonces, nuevamente si nuestro sistema es

ẋ = P (x, y) = h(x, y)f(x, y)

ẏ = Q(x, y) = h(x, y)g(x, y)

cuando h(x, y) 6= 0 las trayectorias de las soluciones se comportan como las trayec-
torias de las soluciones de

ẋ = f(x, y)

ẏ = g(x, y) (7.9)

salvo el producto de los signos de cada factor lineal de acuerdo al sector del plano
donde se encuentre la condición inicial. Por ejemplo si (x1, y1) se encuentra en un
sector sector comprendido entre dos continuos de equilibrios supongamos las rectas
a1x+b1y = 0 y a2x+b2y = 0, y este sector los factores a1x+b1y > 0 y a2x+b2y > 0
entonces las direcciones de las soluciones de (7.9) no se alteran, de igual modo si
ambos son negativos. En cambio si estamos en un sector donde alguno de estos
factores es negativo y el otro positivo, las direcciones de las soluciones se invierten.

Ejemplo 22. Consideremos el sistema

ẋ = (x+ 2y)(3x− y)(5x2 − 4xy + y2)(y − x)

ẏ = −(x+ 2y)(3x− y)(5x2 − 4xy + y2)(x+ y) (7.10)

entonces las rectas h1(x, y) = x+ 2y = 0 y h2(x, y)3x− y = 0 son dos continuos de
equilibrios que pasan por el origen y h3(x, y) = 5x2 − 4xy + y2 = 0 es justamente
el origen. Fuera de las rectas h1 = 0 y h2 = 0 las trayectoria de las soluciones se
comportan las soluciones del sistema

ẋ = y − x
ẏ = −(x+ y)

el cual de los ejemplos anteriores, sabemos que es un foco estable. Por lo que basta
con analizar el signo del producto h1(x, y)h1(x, y) el cual queda determinado por
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la región del plano donde se localiza la condición inicial. Si (x̂, ŷ) se encuentran
en el sector comprendido arriba de h1(x, y) = 0, donde h1(x, y) > 0 y arriba de
h2(x, y) = 0 donde h2(x, y) < 0 entonces el sentido de las soluciones en esa región
se invierte, análogamente en el resto de los sectores.

El retrato fase del sistema (7.10) se muestra en la figura (7.3).

Figura 7.3: Retrato fase del sistema (7.10)
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Apéndice A

Factorización de Polinomios Homogéneos

Notemos primero que cualquier polinomio p es una suma de polinomios homogéneos.
Entonces p = P0 + P1 + . . .+ Pn, donde Pr es homogéneo de grado r con 0 ≤ r ≤ n
y n = grado p (algunos Pr pueden ser iguales a 0. Aśı que el grado 0 puede ser
interpretado como cualquier entero no negativo).

Teorema 15. Un factor de un polinomio homogéneo P 6= 0 es un polinomio ho-
mogéneo.

Demostración:

Supongamos que P = pq donde p, q son polinomios y p es no homogéneo.

Luego,

p = Pi + · · ·+ Pm, donde 0 ≤ i < m y Pi, Pm 6= 0,

q = Qj + · · ·+Qn, donde 0 ≤ j ≤ n y Qj , Qn 6= 0.

Por lo tanto

P =
∑

i≤r≤m, j≤s≤n
PrQs (A.1)

PiQj y PmQn son polinomios homogéneos distintos de cero de grados i+ j y m+ n
respectivamente. Como i + j < m + n tenemos entonces al menos dos sumandos
con grados distintos, concluimos que P es no homogéneo, lo cual contradice nuestra
hipótesis.

Teorema 16. Sea P (x1, x2) un polinomio homogéneo de grado n > 0. Entonces
existen constantes ci, di tales que

P (x1, x2) =
n∏
i=1

(cix1 + dix2) (A.2)

Las constantes ci, di son determinados únicamente por un factor de proporcionali-
dad.
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Demostración:

Sea P = xr1Q, dondeQ es homogéneo de grado n−r y x1 - Q. SeaQ =
∑n−r

i=0 aix
i
1x
n−r−i
2 .

Entonces a0 6= 0, ya que en caso contrario x1 | Q. Se sigue que Q(1, x2) es de grado
n− r, entonces, del Teorema Fundamental del Álgebra

Q(1, x2) = a0

n−r∏
i=1

(x2 − bi)

para algunas constantes b1, . . . , bn−r ∈ C.

Por lo tanto,

Q(x1, x2) = xn−r1 Q(1,
x2
x1

)

= a0x
n−r
1

n−r∏
i=1

(
x2
x1
− bi)

= a0

n−r∏
i=1

(x2 − x1bi) (A.3)

de donde se sigue (A.2).

A continuación, probaremos la unicidad de la factorización (A.2). Renombremos los
ı́ndices tal que d1, . . . , dk = 0 y dk+1, . . . , dn 6= 0. Como P 6= 0, lo factores lineales
en (A.2) también son distintos de cero. Por lo tanto, a := c1 . . . ckdk+1 . . . dn 6= 0.
Por lo que tenemos

P = xk1Q, donde Q(x1, x2) = a
n∏

i=k+1

(
x2 +

ci
di
x1

)
.

Expandiendo el producto para Q, obtenemos que xn−k2 aparece en Q; por lo tanto
x1 - Q. Además − ck+1

dk+1
, . . . ,− cn

dn
son las ráıces de Q(1, x2), contadas de acuerdo a

sus multiplicidades. Se sigue que los pares (ci, di), 1 ≤ i ≤ n, están únicamente
determinados por un factor de proporcionalidad.

Corolario 3. Sea P (x1, x2) un polinomio homogéneo de grado n > 0, entonces su
factorización real es de la forma

P (x1, x2) = a0

n∏
i=1

(aix2 − bix1)

n−k
2∏

i=k+1

(
|ci|2x21 − 2 Re(ci)x1x2 + x22

)
para algún 0 ≤ k ≤ n, donde a0, ai, bi ∈ R y ci ∈ C.
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Demostración: Por el Teorema 2 tenemos que si P = xr1Q, para algún 0 ≤ r ≤ n,

P (x1, x2) = a0x
r
1

n∏
i=r+1

(x2 − dix1)

donde di ∈ C es una ráız de Q(1, x2x1 ). Si ci es ráız compleja entonces c̄i también lo
es, aśı que los factores (x2 + cix1) y (x2 + c̄ix1) aparecen en la factorización de P.
Haciendo el producto de ambos factores tenemos

(x2 − cix1)(x2 − c̄ix1) = (cic̄i)x
2 − (ci + c̄i)x1xy + x22

= |ci|2x2 − 2 Re(ci)x1x2 + x22
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