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Capitulo 1

Introducciéon

El estudio de los sistemas dindmicos es de gran importancia, ya que ademas de
su sentido abstracto, estos se encuentran relacionados con situaciones del mundo
real. Por medio de ecuaciones diferenciales es posible describir el comportamiento
de una gran cantidad de fenémenos fisicos, bioldgicos, entre otros; sin embargo, en
su mayoria resulta muy dificil y a veces imposible resolver ciertos tipos de ecuaciones
diferenciales de forma cuantitativa y en estos casos podemos recurrir al anélisis de
sus soluciones de forma cualitativa.

El objetivo de este trabajo de tesis de licenciatura es el analizar el comportamiento
de sistemas dinamicos alrededor de puntos de equilibrio no-hiperbdlicos en el plano.
En el caso hiperbodlico no es complicado determinar el retrato fase alrededor del equi-
librio, ya que podemos utilizar el teorema de Hartman y Grobman, el cual establece
que el comportamiento alrededor del equilibrio estd dado por la linealizacion del
sistema. El caso no-hiperbdlico no es tan simple, por tal motivo, a lo largo de este
trabajo presentaremos un anélisis detallado acerca de los distintos tipos de retrato
fase que se presentan en el plano, de acuerdo con la forma de la matriz Jacobiana
del sistema y sus respectivos valores propios.

Hemos clasificado los equilibrios aislados no-hiperbélicos en el plano en cuatro ca-
sos, para los cuales utilizaremos diversas herramientas matematicas, como lo son
la Teoria de la Variedad Central, la Teoria de Formas Normales y la técnica del
Blow-up, mismas que se abordan en el capitulo de Preliminares. Estas técnicas de
simplificacién han sido desarrolladas para sistemas en el plano. En los capitulos
posteriores se abordara cada uno de los casos de equilibrios no-hiperbdlicos, po-
dremos observar que dichos equilibrios pueden resultar ser tipo foco, centro, silla,
nodos, asi como otros tipos de comportamientos locales propios de los equilibrios
no-hiperbdlicos. Asimismo, presentaremos algunos ejemplos para cada uno de los
casos, que nos permitan mostrar dichos comportamientos y el uso de los teoremas
demostrados en cada capitulo.

En el Capitulo 3 analizaremos el comportamiento de equilibrios cuya matriz Jaco-
biana tiene un valor propio real distinto de cero, para tal caso empleamos la teoria de
la variedad central para determinar el comportamiento del equilibrio, concluyendo
tres posibles escenarios para el equilibrio: nodo, silla o silla-nodo.
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El segundo caso se aborda en el Capitulo 4, este caso se refiere a los puntos de
equilibrio no-hiperbdlicos cuya matriz Jacobiana es la matriz cero. Hemos dividido
este capitulo en dos secciones, por un lado estudiaremos el comportamiento del sis-
tema cuando el campo esta formado por polinomios homogéneos del mismo grado en
ambas componentes y por otro lado, cuando estos son de grado distinto. Demostra-
remos que existen tres posibilidades para el primer tipo, es decir, el equilibrio puede
ser un nodo no-hiperbdlico, en el que aparecen distintos tipos de sectores, un foco o
un centro. Mientras que para el caso en el que son de distinto grado, presentamos un
teorema, en el cual bajo ciertas hipdtesis aseguramos que el equilibrio serd un nodo
no-hiperbdlico y ademas, el teorema nos permite determinar cudles son las curvas
separatrices de cada sector y el comportamiento sobre ellas. El resultado anterior-
mente mencionado no ha sido encontrado hasta en el momento en la bibliografia con
la que contamos, por lo que esta aportacién es el resultado fuerte de esta tesis.

El Capitulo 5 trata sobre los equilibrios cuya matriz Jacobiana tiene dos valores
propios cero pero la matriz no es idénticamente cero. A partir de la forma normal
del sistema podemos determinar el tipo de comportamiento en una vecindad del
equilibrio mediante dos teoremas probados en este capitulo, apareciendo diversos
escenarios como lo son la ctspide y el denominado punto critico con dominio eliptico.

El dltimo caso, el cual son los equilibrios cuya matriz Jacobiana tiene dos valores
propios complejos puros, se ha estudiado en el Capitulo 6, haciendo uso de las coor-
denadas polares podremos demostrar que existen tres tipos de comportamientos, el
foco, el centro y un caso poco frecuente, el foco-centro. Cabe mencionar que sigue
siendo un problema abierto el poder diferenciar mediante ciertas condiciones entre
un foco o un centro, escenarios que pueden presentarse en este caso.

Finalmente, hemos incluido un capitulo dedicado al estudio del comportamiento de
continuos de equilibrios que pasan por el origen, ya que en los capitulos previos se
tratan solo equilibrios aislados, ademéas del hecho de que los continuos de equilibrios
son poco tratados en la mayor parte de la literatura.

En esta tesis presentamos todos los tipos de comportamiento locales alrededor de
puntos de equilibrios no-hiperbdlicos que pueden existir, por lo que en conjunto con
el teorema de Hartman y Grobman podremos determinar cualquier tipo de compor-
tamiento en una vecindad de un equilibrio aislado en el plano, estas herramientas
podrian ser de utilidad incluso posteriormente al momento de enfrentar andlisis glo-
bales del comportamiento de las soluciones para cada sistema en el plano.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Teoria de la Variedad Central
Consideremos el sistema no lineal
W = F(w), (2.1)

con w € R? y F un campo vectorial suave. Supongamos que F(0) = 0y que DF(0) ~

0 A

representado como

( 00 ) con A un numero real negativo. Por lo tanto el sistema (2.1) puede ser

;) = M+g(x,y), (2.2)

donde f(0,0) =¢(0,0) =0y Df(0,0) = Dg(0,0) =0y f,ge C", conr > 2.
Definicion 1. Una variedad invariante serd llamada variedad central para el
sistema st puede ser representada, de manera local, como sigue

VVZCOC(O) = {(I’,y) S R2 ‘ y= h(l’), ’.CU‘ < 67 h(O) = 07Dh(0) = 0}

para § lo suficientemente pequena.

Observacion 1. El hecho de que h(0) = 0 y Dh(0) = 0 nos asegura que la variedad
central W€(0) es tangente al eigenespacio central E€ (eigenespacio asociado al valor
propio cero).

Los siguientes tres teoremas que enunciaremos se encuentran demostrados en Carr
[1]. El primero de estos teoremas nos garantiza la existencia de la variedad central.

Teorema 1. Existe una C" wvariedad central para el sistema . La dindamica del
sistema , restringida a la variedad central, estd dada, para u suficientemente
pequena, por la siguiente ecuacion

i = f(u, h(uw)), (2.3)
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El siguiente teorema establece que la dindmica de (2.3]) cerca de u = 0, determina
la dindmica de (2.2]) cerca de (x,y) = (0,0).

Teorema 2.

(i) Supongamos que u = 0 es un equilibrio estable (asintéticamente estable)(inestable)
del sistema (2.9), entonces (z,y) = (0,0) es un equilibrio estable (asintdtica-
mente estable)(inestable) del sistema (2.9).

(ii) Supongamos que el equilibrio (z,y) = (0,0) del sistema es estable. Enton-
ces, si (x(t),y(t)) es una solucion de con ((0),y(0)) lo suficientemente
pequeno, entonces existe una solucion u(t) de tal que

limg sooz(t) = u(t) +0(e™)
limyooy(t) = h(u(t)) +O(e™),

donde v > 0 es una constante.

Observacion 2. Lo que nos dice el teorema @ es que la solucion u(t) del sistema
(2.3), representa, de manera aprozimada, la proyeccion de la solucion (z(t),y(t))
del sistema , sobre el eigenespacio B¢ = R.

El dltimo teorema proporciona un método para aproximar la funcién h(z), cuya
grafica es la variedad central. Antes de enunciarlo, encontraremos una ecuacién di-
ferencial en derivadas parciales, cuya incégnita es justamente la funcién h(z).

Sea (x(t),y(t)) € WS.(0), luego, se cumple que y(t) = h(z(t)), y derivando con
respecto al tiempo, obtenemos

Yy = Dh(x)x. (2.4)

Pero todo punto sobre la variedad central satisface la ecuacién (2.2)), por lo tanto,
la ecuacién (2.4]) es equivalente a

Ah(z) + g(z, h(z)) = Dh(z)(f(z, h(z))).
Hagamos
R(h(x)) = Dh(z)(f(z, h(x))) = Ah(x) — g(x, h(x)) = 0 (2.5)

Ahora, nuestro problema es encontrar h(x) tal que satisfaga . La solucion de
esta ecuacién en derivadas parciales es un problema més complejo que resolver el
sistema , sin embargo, el siguiente teorema nos permitira aproximar la solucién
de con el grado de presicién que se desee.
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Teorema 3. Sea ¢ : R — R de clase Ct, con ¢(0) = Dp(0) = 0 tal que N(p(z)) =
O(|z|?) cuando = — 0, para algin q > 1. Entonces

|h(z) — ¢(z)| = O(|x|?) cuando z — 0.

2.2. Teoria de Formas Normales

El Teorema de Hartman-Grobman nos muestra que en una vecindad de un equilibrio
hiperbdlico, el comportamiento cualitativo de un sistema no lineal

= f(x), (2.6)

donde z € R?, estd determinado por su parte lineal. La parte lineal de (2.6) puede
ser escrita en su forma de Jordan # = Jx, lo que hace sencillo resolver el sistema. El
Teorema Local de la Variedad Central de la seccién anterior nos muestra que, en una
vecindad de un punto de equilibrio no-hiperbélico, determinar el comportamiento
de puede reducirse al problema de determinar el comportamiento del sistema
no lineal

&t =Jxr+ F(x) (2.7)

en la variedad central. La Teoria de Formas Normales nos permite simplificar la
parte no lineal, F'(x) de (2.7) con la finalidad de analizar estos casos, tan ficil como
sea posible. Este objetivo se logra si hacemos una transformacion de coordenadas
no lineal de la forma

x=1y+ h(y), (2.8)

donde h(y) = O(|y|?) cuando |y| — 0. Hlustraremos esta idea mediante el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1. La parte lineal del sistema

Tl = T9 —i—a:E%

Ty = $%+6$1x2+$:{’,

alrededor del origen, se encuentra ya en forma de Jordan, asi la matriz asociada al

sistema es
0 1
J = < 0 0 > )

Para este caso tenemos dos valores propios cero.
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Con la finalidad de reducir el sistema de este ejemplo a su forma normal, hagamos

T = +< 0 )
y _ay% )

es decir, hacemos r1 = y1 Yy o = Yo — ay% o0, equivalentemente ys = x2 + aa:%. Bajo
esta transformacion de coordenadas no lineal, el sistema se trasforma como sigue

Yy = j:1:x2+aac%:y2—ay%+ay%:y2
o = 9+ 2axidy = yi 4 eyi(y2 — ayd) + y3 + 2ay190
= yi+ (e+2a)y1ys + (1 — ae)y?

Por lo tanto, el sistema bajo el cambio de coordenadas es
o= Yo
g2 = yi+(e+20)yy2+ (1 —ae)y}

Definicién 2. Sean @ = f(z) con flujo vi, y & = g(x) con flujo ;. Diremos que los
sistemas (0 los flujos) son topolégicamente conjugados, si existe un difeomorfis-
mo h : R?> = R? tal que

hpi(x)) = ti(h()).

Los dos sistemas en el ejemplo anterior son topolégicamente conjugados y por lo
tanto ambos tienen el mismo comportamiento cualitativo en una vecindad del ori-
gen.

El método para reducir el sistema ([2.7)) a su forma normal por medio de un cambio
de coordenadas cercano a la identidad de la forma ([2.8]) fue originado en la tesis
doctoral de Poincaré.

Si reescribimos el sistema ([2.7)), de acuerdo a la serie de Taylor como
&= Jzx+ Fy(z) + F3(z) + ...,

cuando |z| — 0, donde F, : R? — R? es un campo vectorial cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado r. Supongamos que el campo f posee términos no
lineales de grado r en adelante, es decir,

t=Jr+ F(x)+ Frpa(x) +.... (2.9)
Consideremos el cambio de coordenadas cercano a la identidad

T = y+hr(y)> (2'10)

donde h, : R? — R? es un campo vectorial cuyas componentes son polinomios
homogéneos de grado r. El objetivo es encontrar h, tal que el sistema (2.9)) en el
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cambio de coordenadas no posea términos de grado r. Usando la regla de la cadena
en ([2.10)), obtenemos
t = y+ Dh(y)y
[I + Dh(y)ly (2.11)

cuando |y| — 0, pero I + Dh,(y) es una matriz cercana a la identidad, invertible,
tal que

(I+ Dhy(y))~" =1—Dhy(y) + (Dhe(y))* + ..., (2.12)
luego, de se sigue que
j = (I+Dh(y)

(I — Dhy(y) + (Dhy(y))* +...) (Jz + Fp(z) + Fraya(z) +...),
pero F.(y + h(y)) = F-(y) + DF,(y)h,(y) + ..., entonces
)+

j= = (I—Dh(y)+ (Dh(y)* +...) (J(y+ he(y)) + Fr(y) + O(y|"))
= Jy+ (Fe(y) + The(y) — Dhr(y)Jy) + O(ly™)
Jy+ Fr(y) + Oy, (2.13)

donde
Fo(y) = Fr(y) — (Dhe(y) Jy — Jhe(y)) (2.14)

Observacion 3. Observemos que si el campo vectorial f posee términos no lineales
a partir de orden r, entonces el cambio de coordenadas x = y + h,.(y) produce un
nuevo campo vectorial también con términos no lineales a partir de orden r.

Veamos bajo que condiciones es posible asegurar la existencia de h, tal que F.=0.
Considere el espacio vectorial H" de los campos vectoriales cuyas componentes son
polinomios homogéneos de grado r, y sea Ly : H" — H" el operador lineal dado por

LJ(hr(y)) = Dhr(y)Jy - Jhr(y)7

tal operacién se conoce como el paréntesis de Lie entre los campos vectoriales Jy
y h.(y). Basta probar que L es invertible, ya que F, = 0 < h,(y) = L7Y(E(y)).
Ahora bien, L; sera invertible si y sélo si todos sus valores propios son diferentes de
cero. Procederemos entonces a calcular sus valores propios.

Supongamos que J posee dos valores propios reales diferentes, y como esta en forma
de Jordan, entonces es diagonal, y ademas sus vectores propios son los elementos
de la base canénica en R?, e; y es. Regresemos ahora al espacio vectorial H” y
tratemos de ubicar su base candnica. Por ejemplo para r=2, la base candnica posee
seis elementos

on={(1) (2 )-().(2) () ()
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Si definimos y™ = y{"y5'?, con m; + mg = 2y m; > 0, entonces

B> = {y™eilmy +my =2,i=1,2}.

Ahora bien,
Ly(y™ei) = D(y™ei)Jy — J(y"ei),

A .
y Jy = < o >, por lo tanto, si tomamos e

mi,,ma
D(y™e1)Jy = D(y Oy Jy
ym o T2y
1 J
(0 )
B < Symo 2y ) < Ay >
0 A2y2

miAy™ +m2)\2y >

mi,m

Andlogamente para es. Por lo tanto,

D(y™e;)Jy = (m - N)y™e;

donde m = (my,ma) y A = (A1, A2). Tenemos entonces que

Ly(y"e;) = D(y"e)Jy—J(y"ei)
= (m )\)y e; — Ny e;
= ( )y €i,

es decir, y™e; es un vector propio de L con valor propio

Am,i == (m . )\) - )\z

(2.15)

Luego, L serd invertible si y s6lo si A,,; # 0 para toda m y toda ¢ = 1, 2. Esto nos

lleva al siguiente concepto,

Definicién 3. Diremos que la dupla de valores propios A = (A1, \2) es resonante

de orden r si es posible encontrar una relacion entera de la forma

Ai = M1 + madg

para alguin m con my +mao =1, y alguna i =1, 2.

Observacién 4. Puede probarse que la expresion también es valida para el

caso en que J no es diagonal.

Tenemos entonces probado el teorema de linealizacién de Poincaré,
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Teorema 4. (Poincaré) Si los valores propios de la matriz J son no resonantes,
entonces el sistema no lineal
t=Jr+...

puede ser reducido al sistema lineal
y=Jy
por un cambio formal de coordenadas r=y+. . ..

Veamos como determinar h,. tal que F,. = 0, es decir, determinar h, tal que Ly (h,(y))
F,(y). Expresemos h, y F, en términos de los vectores candnicos de H",

hr(y) = th,iymei

Fr(y) = ZFm,iymeiv
m,i

con my + meo = r, luego,

Lihe(y)) = Ly | hmiy™e

= Z him Ly (y™e;)

= Z hmﬂ-(m . )\ — )\Z)ymel

m,i
Ahora bien, Lj(h,(y)) = F-(y) siy sélo si

Fm i
hmi=——"""—. 2.16
s (m A= /\z) ( )
Como los valores propios de J son no resonantes, la expresién anterior siempre tiene
sentido.

Consideremos ahora el caso en el que ocurre resonancia, es decir, el caso en que al-
gunos valores propios A,,; de L son cero. Los vectores propios de L que provienen
de valores propios diferentes de cero forman una base de la imagen B" = L;(H").
Sea F, € H", luego, las componentes de F" que estén en B" pueden ser aniquilados
mediante el cambio de coordenadas x = y + h,(y), donde h, se escoge de acuerdo
a la férmula . Las componentes w, de F, que pertenezcan a algin subespa-
cio complementario, G", de B", permaneceran sin cambio mediante el cambio de
coordenadas x = y + h,(y) obtenido de B". Asi que estos términos resonantes per-
maneceran en el nuevo campo vectorial. Esto nos prueba el siguiente teorema.
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Teorema 5. (Teorema de Poincaré-Dulac) Considere el sistema no lineal,

i = f(z), (2.17)

con x € R%, f(0) = 0 y f un campo vectorial suave. Eviste una transformacion
polinomial x = y + h(y), tal que transforma el sistema en

j = Jy+zwr )+ O(y[¥ ), (2.18)

donde todos los monomios en w,(y) son resonantes. El lado derecho de es
llamado la forma normal del campo f.

2.2.1. Caso nilpotente

En esta seccién presentaremos la forma normal para el siguiente sistema no lineal
en el plano

S'U:J$+F2(x)+F3($)+..., (2.19)

0 0
campo vectorial cuyas componentes son polinomios homogéneos de grado r. Comen-
zaremos a eliminar los términos no resonantes de grado dos, mediante el cambio de
coordenadas = = y + ha(y), de ) tenemos que

Fy(y) = Fa(y) + Jha(y) — Dha(y)Jy

oh oh
_ ( Fon(y) > 4 ( haa(y) ) - %fy) %g(y) < Y2 >
Fa(y) 0 Oh2a(y)  Ohaa(y) 0

con J = <O 1 >, cuando |z| — 0, donde F, : R? — R? con r = 2,3,... es un

oy Jy2
For(y) + haaly) — 1o 228 < Py (y) >
Foaly) — yo 220 F(y)
Observe que
- Oh
Fr1=0& hgz(y) = Y2 ;;fy) - FQI(y)'
Luego,
- 82h21 Y 0F5 (y
Fa(y) = Fray) —y <yz 8y2( )— 83/1( )
1
8F21(y)> 2 <82h21(y)>
= ( Eypy) + -y —==%),
< 22(y) + y2 o 2\ "5y
pero si hai(y) = aw% + oy1y2 + as:g% entonces 82}521%(‘”) = 21, asi que sélo podemos

eliminar los términos y2, por lo tanto finalmente obtenemos que

Fyo(y) = ary? + dayiys (2.20)
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para algiun @] y as en R.

Para eliminar los términos cubicos se procede de manera andloga, proponiendo el
cambio de coordenadas = = y + h3(y) con h3(y) homogénea de grado 3 (notemos
que esta no es la x inicial sino que hemos renombrado), seguimos el mismo camino
obteniendo

Fy(y) = ( Fz1(y) + hs2(y) —y2ah§7;1(y) ) _ < F(y) > ‘

Fio(y) — y28h§7;1(y) Fia(y)
Nuevamente hacemos hss(y) = y26h§7;1(y) — F31(y), para que F31(y) = 0, luego enton-
ces
~ OF31(y &hz (y
Fy(y) = <F32(Z/) + Y2 8y1( )) _ ygagﬁ()’
1

2
por otro lado si hsi(y) = By} + Baylye + Bsyry? + Bay3 entonces y3 2 h®) g:’;%(y) =

651y1y3 + 22y3 por lo que podemos eliminar los términos 153 v ¥, por lo tanto,

F3o(y) = 1y} + Bovyo. (2.21)

para algin 81 y B2 en R.

En general, los nuevos términos de orden r bajo el cambio de coordenadas son

E(y) = F(y)+ Jh(y) — Dhy(y)Jy

Ohri(y) Oy
< Fra(9) ) + < fir2(y) ) L TEE TR ( V2 >
Fr2(y) 0 M M 0

91 0y2

_ ( Foa(y) + hya(y) — 122528 > _ < Fra(y) )

Fra(y) — yQLaT;l(y) Fra(y)
observemos que
- Oh1(y
Fa(y) =06 hiay) = yza;f) — Frl(y),

en consecuencia,

ad o aFrl(y) - 282h7“1(y)
Fay) = (Frz(y)+yz m 927@% :

st hr1(y) = aqy] + agy{_lyg + ...+ arylyg_l + a;,41y5 entonces

2 82hr1 (y)

5 97 = y% (r(r — l)alyI_Q +(r—1)(r— 2)a2y71"_392 + ...+ 2ar_1yg_2)
1



12 Preliminares

por lo que finalmente tenemos que los nuevos términos de orden 7 al eliminar los
términos no resonantes son

~ 0
F, = . R
r(w) ( Ay} + oy )
para algin a; y az en R.

Por lo tanto, una vez que hemos eliminado todos los términos no resonantes hasta
orden r, la forma normal del sistema (2.19) es

Y1 = y2+H(y) (2.22)
g2 = 3 (awwh + ook y) + Oy (2.23)
k=2

donde la funcién H(y) contiene términos de orden r + 1 en adelante. Notemos que
los términos remanentes de 7, en ([2.23)) se pueden reescribir como

O (™) = By + Bayiye + 45 (91(y))
+ Y+ ey ys + 43 (92(y)
_|_

para algunos g;(y). Por lo que podemos reescribir el sistema ([2.23) como

Y1 = Y2+ H(y)
o0

g2 = > (awyt + byt ) + 136G ) (2.24)
k=2

Si consideramos ahora el cambio de coordenadas z; = y1 y 22 = y2+H (y), obtenemos

Z21 = 1=y +Hy) =2
Zo = Yo+ DH(y)y
. OH . OH )
= Y2+ ) y1 + ) Y2
oy 0y2

observemos que el término 85]@/(131) Y1 + 61;;(3) yo = O(|y|"*!) por lo que simplemente

reagrupamos estos términos con los de o, es decir, los términos en y’f en la pri-
mer sumatoria, los términos en ylf_lyg en la segunda, y podemos sacar como factor
comin 3 del remanente.

Tenemos finalmente la forma normal del sistema ([2.19)), esta es:

le = 29
oo

Zg = Z (akzlf + bsz7122> + 22R(2) (2.25)
k=2

donde R : R? — R? es una funcién analitica en una vecindad del origen.
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2.2.2. Caso valores propios complejos puros

Determinaremos ahora la forma normal del campo vectorial

x 0 —wo T fi(z,y) )
D) = + 2.26
<y> <w0 0><y> (fz(x,y) (2.26)
Observemos que la matriz Jacobiana del sistema ([2.26]) tiene los valores propios
imaginarios A = iwg y su conjugado A. Cuando tenemos valores propios complejos,
es conveniente cambiar de variables para representar la Jacobiana en forma diagonal

procediendo de la siguiente manera. Introducimos la variables complejas z = = + iy
y Z = x — 1y, es decir,

z\ _ (1 1 T z\ 1 1 1 z
)7\ = y )Yy ) T2 =i g z
De lo anterior y ([2.26)) tenemos
o= gty
= —woy + fi(z,y) +iwex +ifa(z,y)
S (; iz + iz]) + (2, 2) + i @ =+ z]) +ifa(z,2)
= dwpz + Fi(z,2)
zZ = -1
= —woy + fi(z,y) — iwoz — ifa(w,y)
= —wp (; [—iz + z’z]) + fi(2,2) — iwo <; [z 4+ z]> —ifa(z,2)
= —iwoZ + Fa(z,2)

por lo que obtenemos

2\ (iw O Al Fi(z,2)
z ) 0 —iwg z Fy(z,2) )’
donde Fy = fi +ifs y F» = f1 —ifo = Fi. Entonces
2 = A+ Fi(z,2)
z = A+ Fi(z,2).

Observemos que la segunda ecuacién es conjugada de la primera. Procedamos a
buscar términos resonantes de orden r, es decir, busquemos m e 7 en la ecuacién

(2.15)) tal que A, ; = 0. Luego, se sigue que

miA+ mz;\ =\ (m1 — mz))\ =\,
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con A\ = Ay A9 = A, ademas m1+mg = r. Para i = 1, la ecuacion anterior se reduce

ami —mg = 1, por lo tanto, los términos resonantes son z¥t1z%e;, para k = 1,2,. ..
Para i = 2, tenemos la ecuacién m; — mg = —1, asi que los términos resonantes
son zkzkHeQ, para k = 1,2,... En consecuencia, la forma normal del sistema en

variables complejas , esta dado por
o0
2 = Az+ Z ckzkﬂik
k=1

o
o= A2+ gt

Ahora pasemos el sistema nuevamente a variables real, pero antes observe que, si
cr = ag + 18, entonces
a2 = z(22)"
= (ag +1iBk)(x + iy)(z* + y*)*
= ((agz — Bry) +i(Brx + agy)) (2? + y*)F.

Usando los cambios de coordenadas anteriores, obtenemos

() -0 ) G+ (ERaS)

donde F(z,2) = S°7° , cxz"T12*. Ahora bien,

|

%(]—"(z, 2+ F(2,2) = Re(F(2,2) =Y (o — Bry)(a® + )",

T
I

(F(2) 4 F52) = () = Y (6 + )@ + o),

M8

B
Il
—

por lo que tenemos

(5)=(o )0 ) (Eb i),
es decir,

e}
Bo= —woyt ) (aww = Bry) (@® +y)"
k=1

oo
g o= wor+ Y (Bex+ oxy)(@® + )"
k=1

Finalmente pasamos el sistema a coordenadas polares
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(xz + yy)

e T e T

k=1 k=1

1 oo
= (e
k=1

[e.o]
_ Z a2kt
k=1

. 1 . .
0 = —(wi— i)

1 oo
= 3 <wow2 + ) (Bra® + apay) (2 + )P +woy® = (away — Bry®) (@ + )"

k=1 k=1

1 oo
= T—Z(wo(l‘2 + y2) + Zozk(:zr2 + yZ)kJrl)
k=1

oo
= wo+ Z Brr?F
k=1

Por lo tanto la forma normal del sistema (2.26]) en coordenadas polares esta dada
por

oo
P Zalﬂ“%“
k=1
oo
0 = wo—i—ZBkr%. (2.27)
k=1

2.3. Técnicas de Blow-up en R?

Las técnicas de Blow-up involucran cambios de coordenadas que expanden un punto
de equilibrio no-hiperbdélico, suponiendo que el equilibrio es el origen, en una cur-
va donde se encuentra un numero de singularidades. El tipo topoldgico para cada
una de estas singularidades se determina usando el teorema de Hartman-Grobman.
Los cambios de coordenadas usados son singulares en el punto de equilibrio ya que
asignan una curva a un punto. Por otro lado también son difeomorfismos. En otras
palabras, esta técnica nos permite analizar el comportamiento del origen al hacer
una expansion o inflado del mismo, por ejemplo a una circunferencia, analizando en
ella las singularidades y su comportamiento para posteriormente contraer la curva
nuevamente el origen y obtener asi su retrato fase. El ejemplo més sencillo y conocido
es el de las coordenadas polares en el plano.

o0 oo
(—woajy + Z(aka — Bray)(2? + yH)F + wory + Z(ﬁkxy + apy?) (2® + )k

)

)
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= Blow-up Polar:

La ecuacién diferencial & = X (z), z € R? se expresa ficilmente en coordenadas
polares (r, ) para obtener

i = X, (r,0), 0 = r~' Xy(r,0), (2.28)

donde X = X,e, + Xgeg v e, eg son vectores unitarios radial y angular,
respectivamente. Esta forma puede ser considerada como la definicién de una
ecuacion diferencial en un medio cilindro o, equivalentemente, en un plano
perforado, como podemos apreciar en la figura . Bajo estas condiciones,
las coordenadas polares usuales corresponden al caso especial en el que el
circulo con 7 = 0 es enviado al origen y el medio cilindro, R* x S!, es enviada
bajo un difeomorfismo a R?\ {0}. En coordenadas cartesianas, la funcién logra
esto es

o(r,0) = (rcosf,rsinf)

v ¢! podemos verla como un blow-up del origen del plano a el circulo r = 0.

A
AV,

r=ry=0

PR

Figura 2.1: Equivalencia entre el medio cilindro y el plano agujereado: g es un di-
feomorfismo, por ejemplo g = e"(cos#,sinf). El plano polar corresponde al caso

d(r,0) = (rcos,rsinb).

Es importante que notemos que no siempre podemos estudiar el circulo r =0
directamente. Observemos que si D' X (0) = 0,1 < k y D*1X(0) # 0 entonces
el sistema es de la forma

¥ = ozosc]fH + alxlf:cg + ...+ ak+1$]§+1 + O(|x\k+2)
Zo = PBort 4 Brakay + .+ Bra T + O(|2F2),
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en consecuencia,
e = .%'1¢1 + .fgj?g
k+1 E+1
= I (O&ol’l+ + ...+ ak+1x2+ + .. )

+x2 <5O$If+1 + Brafas + 5k+1$§+1 +.. )
= 7*2R(r,0)

?”29 = 1'1.%2 — $2.Ci31
= I (ﬁoxlerl + ...+ ,Bk+1$§+l 4 .. )
—I2 <a0xlf+1 + alsc’fxg + ak-+1$]2€+1 + .. )
= Tk_'_QQ(r’ 9)7
por lo tanto, & = X (x) tiene la forma polar

i = r*1R(r,0)
0 = TkQ(r79)7

por lo que no podemos obtener informacién haciendo » = 0 directamente. Sin
embargo, notemos que las curvas solucién del sistema anterior estan dadas por

dr _ rR(r,0)
o Q(r,0)
para r > 0. Es decir, las curvas solucién son las mismas curvas solucién del
sistema
7 = rR(r0)
= Q("“, 0)»

obtenido dividiendo por 7*. Més atn, como r* > 0, la orientacién de las tra-
yectorias es la misma. En general, Q(0,6) # 0 y podemos usar el teorema de
Hartman y Grobman para estudiar los puntos de equilibrio del nuevo sistema
en la circunferencia expandida r = 0. Si todos estos puntos son hiperbdlicos,
podemos obtener el retrato fase local de & = X (z) en = 0 contrayendo nue-
vamente el la circunferencia r = 0 al origen, de lo contrario serd necesario que
utilicemos otros blow-up o cédlculos de formas normales.

Ejemplo 2. Utilizaremos el blow-up polar para determinar el retrato fase al-
rededor del origen del siguiente sistema

i = 22— 2y
j o= ¥ -2y, (2.29)
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el sistema en coordenadas polares es
i = r%(cos®f — 2cos®Osin® — 2cosfsin® @ + sin® 0) = r2R(r, )
) = 3rcosfsinb(sinf — cosf) = rQ(r, ).

Observemos que el sistema es topoldgicamente equivalente a

i = rR(r,0) = X;
é = Q(T,G):XQ,

haciendo r = 0 obtenemos los puntos criticos del sistema los cudles son 8 = 0,
m, /2, 31/2, w/4 y b /4, y gracias al teorema de Hartman y Grobman pode-
mos determinar el comportamiento en cada uno de estos puntos, por ejemplo

para 8 = 0 tenemos
A 1 0
DX(0) = < 0 3 >

por lo que el punto (r,0) = (0,0) es un equilibrio tipo silla con la variedad
inestable tangente a la direccion radial, el resto de los equilibrios pueden ob-
servarse en la figura . Finalmente, contraemos el circulo r = 0 al origen
para obtener el retrato fase mostrado en la figura .

el
7

Figura 2.2: Blow-up polar ejemplo - Figura 2.3: Retrato fase de

= Blow-up Direccional:
Considere la funcién F : R x (—7/2,7/2) — R?, definida por

F(r,0) = (rcosf,tanf) = (u,v)

esta funcién es un difeomorfismo, observemos que

F(r,0) = ( cog@ —rsin6 )

sec2 6
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con el determinante secf # 0 para § € (—m/2,7/2). Méas atn, tenemos que
F lleva la media circunferencia {(r,0)| r =0, —7/2 <60 < 7/2} en el eje v
con el punto § = 0 en el origen del plano u-v. Notemos que DF(0,0) = I
entonces la parte lineal de campo X serd la misma en las coordenadas (r,6) y
(u,v). Se sigue que podemos obtener la linealizacién de X en el punto § = 0
en la circunferencia » = 0 considerando la parte lineal de X en el origen del
plano u-v. Dicha linealizaciéon puede ser obtenida directamente de la forma
cartesiana de # = X (z). El cambio de coordenadas (u,v) — (z,y) esta dado
por la funcién ¥ = ¢ - F~!, donde

Y(u,v) = (z,y) = (rcosf,rsinf) = (u,uv).

Si restringimos a v > 0, ¥ nos da un difeomorfismo en el semiplano « > 0. El
cambio de coordenadas (z,y) — (u,v) es llamado el blow-up en la direccion
x, ya que nos conduce a informacién sobre la singularidad en la circunferencia
r=0en § =0, es decir, en el eje x positivo.

El sistema & = X;(z,y), y = Xo(x,y) bajo el cambio de coordenadas es

o = Xi(u,v) = X1(u,uv)

v = Xo(u,v) = % [Xa(u, uv) — vX1(u, uv)].

Ademads como en el blow-up polar si D'X(0) = 0, [ < k y D*1X(0) # 0,
dividimos el sistema anterior por factores |u|*.

Con una transformacién similar obtenemos un blow-up en la direccién y a fin
de que adquiramos informacién en r = 0 y § = w/2. El cambio de coordenadas
que requerimos es

(@,y) = ¥(u,v) = (w,v)
mientras que el campo bajo la transformacién esta dado por
) ~ 1
v = Xi(u,v) = Y [X1(uv,v) — uXa(uv,v)]
v o= Xo(u,v) = Xo(uwv,v).
En ocasiones puede resultarnos mas conveniente usar un blow-up direccional

para investigar las singularidades en la circunferencia r = 0 en las direcciones
x e y, incluso cuando es necesario aplicar la técnica repetidas ocasiones.

Ejemplo 3. Consideremos nuevamente el sistema y hagamos uso del
blow-up direccional en la direccion x. Por lo que bajo el cambio de coordenadas
obtenemos el sistema

= u?—2u%v

1
v o= —(u?v? = 2uv — v(u? — 2uv)),
u
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dividiendo entre u el sistema que se obtiene es
U = u—2uv

3v(v—1).

Calculamos la matriz Jacobiana

~ 1—2v —2u
DX(“’”):< 0 —3+6v>

y evaluando en los puntos de equilibrio tenemos

pxo0-( ) 9)voxon-( )

por lo que ambos puntos son tipo silla como se observa en la figura ([2.4)),
lo cual al contraer la recta al origen confirma el retrato fase obtenido con el
blow-up polar.

Figura 2.4: Blow-up direccién x del sistema 1D

Los anteriores son llamados blow-ups homogéneos, a continuacién mostraremos
un tipo diferente a los presentados, los cuales pueden resultar de gran ayuda,
los blow-ups quasi-homogéneos.

Blow-ups Quasi-homogéneos:

Aunque el método de blow-ups homogéneos sucesivos es suficiente para estu-
diar puntos de equilibrio aislados en un campo vectorial, nos resultard mucho
mas eficiente incluir blow-ups quasi-homogéneos.
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Sea el origen un punto de equilibrio de un campo vectorial suave X € R2.
Consideremos la funcién

6:S!xR — R?
0,7) — (r*cosf,r’sind),

para alguna pareja (o, ) € N x N adecuada con «, f > 1. Exactamente como
en el caso homogéneo, cuando («, 3) = (1,1) podemos definir un campo vec-
torial de acuerdo a un cambio de coordenadas y posteriormente dividirlo por
¥, para algin k € N con k > 1, con la finalidad de que obtengamos un nuevo
campo lo menos degenerado posible sobre el circulo invariante St x {0}.

Los blow-ups quasi-homogéneos més utilizados en la practica son:
e Direccién z positiva (z,7) — (2%, Z°7).
e Direccién x negativa (z,7) — (—z%, 2%7).

(zy*,9°).

e Direccién y positiva (z,7) —
) = (@, =57).

z,y
e Direccién y positiva (Z,y

estos cambios de coordenadas nos llevan a otro sistema, el cual posteriormente
dividiremos seguin nos convenga para llevar a cabo nuestro anélisis y finalmen-
te contraer el espacio para obtener el retrato fase para el sistema original.

Ejemplo 4. Consideremos el blow-up en la direccion x positiva:

r = 2

= oty (2.30)
éste se obtiene mediante la funcion ¢ : R? — R? definida como
b(u,0) = ¢po F~H (u,0) = (u?,ufFo)
donde F : (—=%,%) x R — R? se define como
in 0
F(8,r)= | rvcosb, LM
(cosf) =

yo:(—35,5)xR— R? la definimos por

o(0,r) = (r2 cos 6, r* 1 sin 9) .

Notemos que si tomamos ro en el plano 0-r, si hacemos que § — —5, F(0,a,) —
(0, —00), mientras que si — 5, F\(6,0) — (0,00), ademds observemos que F'(0,rg) —
(ro,0), por lo que siTg > 0 la curva se encuentra en semiplano u-positivo y sirg < 0
se encuentran en el negativo. Finalmente, veamos que si rg = 0, obtenemos el eje
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u =0 al aplicar la transformacion F.

Ahora, recordemos que en el plano z-y solo consideramos v > 0. Bajo esta con-
sideracion tenemos ¢(60,0) = (0,0) y al aplicar ¢ para ro9 > 0 tenemos ¢(0,r) =
(7"8 cos 9,7“§+1 sin 9), las cuales son medias elipses en el semiplano x positivo.

De este modo, al pasar del plano u-v a x-y, se pierde el semiplano izquierdo en u-v

ya que este corresponde a r < 0. Por lo que este blow-up nos define el retrato fase
en el semi plano x positivo.

El diagrama de la figura muestra como se transforman rectas del plano 0-r,
bajo las transformaciones F y ¢.

-mi2

SZ

Figura 2.5: Blow-up direccién x positiva.

Andlogamente al caso anterior tenemos el blow-up en la direccién x negativa.

Ejemplo 5. Consideremos el blow-up en la direccion x negativa:

r = —Uu

= uFtly (2.31)
el cual puede ser obtenido con la funcién v : R?> — R? definida por
P(u,v) = ¢o F~ (u,0) = (u?,u"*0)

donde F : (3,27) x R — R? es

in 6
F(Q,T): ’T’\/—COSQ,Slél€+1
(—cosf) 2
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yo: (5, 37“) x R — R? la definimos por
o(0,r) = (7‘2 cos B, 7"+ sin 0) .

Con un andlisis semejante al del ejemplo anterior, obtenemos un diagrama para la
transformacion de las rectas en el plano -0 bajo la transformacion F y ¢ respecti-
vamente, dicho diagrama se observa en la figura . Notemos que en este caso st
r > 0, dado que ¢ se define en (7, 37”) x R obtenemos el semiplano x negativo, del

retrato fase.

I —————=
|
I'D_
am2

/o

0 =0 .
o= 0 =0 )

Figura 2.6: Blow-up direccién x negativa.

Una vez presentadas las herramientas anteriores, contamos con la condiciones necesa-
rias para los objetivos principales de esta tesis por lo que en los capitulos posteriores
procederemos a analizar los distintos tipos de retrato fase que pueden presentarse
alrededor de puntos de equilibrios no hiperbdlicos.
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Capitulo 3
Un valor propio cero

Consideremos el sistema no lineal
= f(x), (3.1)

con x € R?, f un campo vectorial suave y f(zg) = 0.

Supongamos que

D)~ 7= o ).

con A\g un nimero real diferente de cero, y analicemos el comportamiento del sistema
(3.1) localmente, alrededor del punto de equilibrio = xy. Veremos entonces que la
dindmica en una vecindad del equilibrio x = x( puede ser tipo nodo, silla o silla-nodo.

Apliquemos al sistema ({3.1)) el cambio de coordenadas
y= PNz~ 0), (3.2)

con P = (v vy), donde vy, v9 son los vectores propios asociados a A\ = 0y A2 = Ag
respectivamente.

T

Lema 1. Si P~ ! = < z%p ), entonces wi y wa son los vectores propios izquierdos
2

de A, con valores propios A1 = 0 y Ao = A, respectivamente.

Demostracion:

Debemos probar que w4 = 0y wlA = \wl, con A = Df(x). Sabemos por

construccién que P71AP = J = ( 8 )? > Multiplicando la expresion anterior
0

por P~! por la derecha, obtenemos

PlA = <8 ?\>P_1
wi A - 0 0 wl
wl 0 A wl

(wha) = ()

A Mwd
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Veamos como se transforma el sistema (3.1)) bajo el cambio de coordenadas (3.2)):

dy

\ Q.

i = @ P @—ao)
jo= Pl
g = P 'f(x)

Desarrollamos el campo f(z) en serie de Taylor, alrededor de x = ¢, obtenemos

f@) = Fwo)+ Do)~ w0) + 5 D*Flwo)(z w0, ~ o)

1
+6D3f(xo)(x — X0, T — X, T — T) + ...

de (3.2)), se tiene que z — xy = Py, entonces,
y = P7lf(x)
_ 1 1
= P71 |Df(wo)Py+ 5D*f(z0)(Py, Py) + £ D*f(x0) (Py, Py, Py) +
1 1
= P7IDf(wo)Py+ 5P~ D*f(wo)(Py, Py) + P~ D f(wo)(Py, Py, Py) + ...

1 1
= Jy+ 5P D f(20)(Py, Py) + o P~ D f(w0)(Py, Py, Py) +

Por lo que el sistema en las nuevas coordenadas es de la forma

y=Jy+g2(y) +93(y) +..., (3.3)

JZ( A0)’
1
2
1
6

donde

g2(y) = P 'D*f(w0)(Py, Py),

93(y) = =P7'D?f(x0)(Py, Py, Py).

3.1. Dinamica sobre la Variedad Central

Supongamos A\g < 0, entonces el sistema tiene asociado un eigenespacio estable
correspondiente al valor g sobre el eje vertical y un eigenespacio central asociado
al valor propio cero sobre el eje horizontal. Por lo que existen una variedad estable
y una variedad central tangentes a los eigenespacios estable e inestable respectiva-
mente.
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Procederemos a analizar el comportamiento en la variedad central, para por medio
de ella determinar el comportamiento local del equilibrio x = xg.

Sea f:R? - R% con f = ( ;1 >,luego
2

pr= (90 ) 2= ({5 ) 20 = (B ) =

Entonces,

DF f1(z0)(Py, Py, ..., Py)
k _ 1o Y, Ly, y 7Y —
D® f(xo)(Py, Py, ..., Py) = < D*fo(z0)(Py, Py, ... Py) . para k =2,3,...

k veces

Multiplicando por P! a la izquierda tenemos,

- _ ( wi D*f(x0)(Py, Py, ..., Py)
PUDEf (o) (Py, Py, .., Py) = ( wl D¥f(z0)(Py, Py. ... Py) )

Siy= < Zy/; >, entonces
(?Jl) _ (0 0 ><y1>+1<w1TD2f(on)(PyaPy)>
) N0 X Y2 2 \ w3 D*f(x0)(Py, Py)

1( w{ D? f(x0)(Py, Py, Py) >
6 \ w3 D3 f(x0)(Py, Py, Py) o

0 equivalentemente

. 1 1
0= §wa2f($o)(Py,Py)+6w1TD3f(Io)(Py,Py7Py)+~~
= pa(y)
S 1 7 1 7.3
Yo = /\oy2+2w2D f(ﬂ:o)(Py,Py)+6w2D f(zo)(Py, Py, Py) + ...

= Aoy2 + q@2(y)-
(3.4)

La variedad central debe cumplir las siguientes condiciones:
W= {y2 = h(y1) : ly| <e h(0) =0, I'(0) =0},
y satisfacer la ecuacién homoldgica
g2 = I'(y1)ih & Moh(y1) + a2(y1. h(y1)) = B (y1)p2(y1, h(y1))-
Finalmente, la dindmica sobre la variedad central estd dada por

1 = p2(y1, h(y1))-



28 Un valor propio cero

Teorema 6. Sea el origen un punto de equilibrio aislado para el sistema analitico

(5.4). Sea y2 = h(y1) la solucion de la ecuacidn homoldgica

Aoh(y1) + a2(y1, h(y1)) = b (y1)pa(yr, h(y1))

y sea la expansion de la funcion

d(y1) = p2(y1, h(y1)) = amyi™ + - ..

en una vecindad de y; = 0, donde m > 2 y a,, # 0. Entonces:

1. Sim es impar y any > 0 el equilibrio es tipo silla.
2. Sim es impar y an, < 0 el equilibrio es tipo nodo.

3. Sim es par el equilibrio es tipo silla-nodo.

Observacion 5. Es fdcil determinar que si A\g > 0 el criterio para la silla y el nodo
se invierten, en este caso el nodo cambia su estabilidad de estable a inestable.

Demostracion:

La demostracién es andloga al caso que vimos anteriormente. Notemos que el valor
propio A tiene asociado una variedad estable por lo que basta analizar el compor-
tamiento sobre la variedad central para determinar la estabilidad del equilibrio.

1. Si m es impar y a,, > 0 entonces para y; > 0 el flujo sobre la variedad central
se mueve hacia la derecha ya que ; > 0, por otro lado si y; < 0, tenemos que
71 < 0 sobre la variedad central, en consecuencia, el flujo se mueve hacia la
izquierda, por lo que el flujo sobre la variedad central es inestable, por lo tanto
el origen es tipo silla como se muestra en la figura (3.1]).

2. Consideremos ahora el caso m impar y a,,, < 0, podemos analizarlo de forma
similar al anterior, notemos que sobre la variedad central ¢; > 0siy; <0y
71 < 0siy; > 0, por lo que concluimos que el flujo es estable, lo cual significa
que el origen es un nodo estable (Figura .
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<
<

S
>

7

Figura 3.1: Equilibrio tipo silla. Figura 3.2: Equilibrio tipo nodo.

3. Finalmente, si m es par tenemos dos posibilidades a analizar a,, positiva o
negativa. Si a,, > 0 notemos que el flujo siempre se mueve hacia la derecha
sobre la variedad central, como vemos en la figura (3.3)), y por el contrario, si
am < 0 el flujo se mueve siempre hacia la izquierda. En conclusion el origen es
un equilibrio tipo silla-nodo.

SL
~

Figura 3.3: Equilibrio tipo silla-nodo.

3.2. Calculo de a,,

En esta seccion calcularemos los coeficientes ao v as. El resto de los coeficientes se
obtienen de manera andloga.
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Supongamos que hemos transformado (3.1) bajo el cambio de coordenadas ([3.2)
obteniendo el siguiente sistema

g1 o=yt 4 ooyiye + asys + aayl +

Jo = Xoy2+ Bryi + Bayrye + Bsys + - .. (3.5)

Desarrollando ambos lados de la ecuacién homolégica podemos determinar los coe-
ficientes para la variedad central. Sea yo2 = h(y1) = M1y? + Y2u5 + . . ., procederemos
a calcular los primeros coeficientes de h como sigue:

g2 = KW(y)n

Moh(y1) + Biyi + Boyih(y1) + ... = (2viyn +3yeyi+...)
(0412/% + a2y1y2 + .. )
Ao (712/% + eyl + .. )+ B1y? + Ban (712/% +..)+... = 2017195 + O(Jyr|Y)
Moy + B1) v+ Nova + Bav) v + O ') = 200myd + O(lyi|*),
de donde
Aoni+pi=0 = m :_%
0
2001 — B
Aoz + Ben =200 = e = (;02) = f; (201 — B2)
Por lo tanto la variedad central esta dada como
b1 b1
y2 = h(y) = —ui — (201 — Ba)yi + ... (3.6)
Ao S
Finalmente, obtenemos la dindmica sobre la variedad central,
2
o= oayi + ooy ( f(l)yl f; (201 — Bo)y} +> + a3 ( fly% +. >

—|—oz4yi)’ +.

= mﬁ+< §%+m>ﬁ+0W#)

= aoyf +azyi + O] h)

donde
a5

Ao

En consecuencia si queremos conocer as y as, requerimos conocer los coeficientes a,
a2, ag v B, por ello estableceremos como calcularlos. Calcularemos estos coeficien-
tes relacionando las ecuaciones (3.4) y (3.5]).

ag = Q1y az = — + ay.
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Notemos lo siguiente:

Py = (v1 v2) < ‘z; ) = VY1 + VY2

D?f(x0)(Py,Py) = D?f(xo)(viy1 + vay2, viy1 + vays)
D? f(x0)(v1y1, viy1) + D f(20) (v1y1, v2y2)
+D? f(20) (vayz, v1y1) + D f (w0) (v2y2, vay2)
= D?f(xo)(v1,v1)yi + D*f (o) (v1, v2)yry2 + D f (o) (v2, v1)y192
+D? f (o) (v2, v2)¥5
= D?f(x0)(v1,v1)y; + 2D f(x0)(v1,v2)y12 + D* f(0) (02, v2) Y3

Por lo tanto,

Sl D (o) (Py, Py) = wl D2 f(w0) (or,01)g? + wl D2 f (o) (o1, w2 v
gl D2 f(20) (02, 02)23

Sl D2 F(a0)(Py, Py) = Swd D (o) (on, w1t + wd D f o) en, v2)ynn
508 Do) vz, 02)33

De donde obtenemos «aq, as v 1, andlogamente calculamos ay4. Por lo que estos
coeficientes son:

1
ap = §w1TD2f($0)(U17 v1)
ag = wi D?f(wo)(v1, va)
1
p1 = §w2TD2f(5'30)(01a v1)
1
oy = 6w1TD3f($0)(01, U1, 1)

Tlustraremos el anélisis anterior mediante el siguiente ejemplo.

3.3. Ejemplo

Analizaremos el comportamiento alrededor origen del sistema que se muestra a con-
tinuacién

1= —x1+ 2x9 — 179 + /1,137%1’2
To = x1 — 209 + [LQI‘%

donde 1, 2 € R.
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Primero notemos que el origen en efecto es un equilibrio del sistema, ahora, al
calcular la matriz Jacobiana del sistema obtenemos

B —1 =294+ 2u1x129 2 — 11 +M1x%
Df(x) = ( 1 2(paws — 1)

al evaluarla en el origen tenemos

A:Df(O):(f _;)

Hemos calculado los valores propios de la matriz A, obteniendo Ay =0y Ay = —3
por lo que los vectores propios asociados a ellos son v; = (2, l)T y v = (1, —l)T
respectivamente. Por lo que la matriz cambio de base del sistema y su inversa son

(2 1 1 (1/3 1/3
P_<1 —1> yF _<1/3 —2/3)'
En consecuencia, los vectores propios izquierdos de A son
wi = (1/3,1/3)" y wo = (1/3,-2/3)".

Mediante algunos célculos hemos obtenido que
DQf(O)(vlvvl) = (_47 2:“’2)Ta DZf(O)(Ula U?) = (17 _2N2)T

y D3f(0)(vlavluvl) - (24M170)T7

por lo que al calcular los coeficientes ay, g, 81 v a4 resulta

1 1 2 4
o = g(—Q + p2), ag = 5(1 —2u2), 1 = —g(l +4p2) y g = 3HL

entonces as = 3(—2+ ) y si po =2, ag = 22 + 1).
Del teorema [6] podemos concluir lo siguiente:

= Si us # 2 entonces el origen es un equilibrio tipo silla-nodo.
» Sipg =2y pu1 > —1/2 entonces el origen es un equilibrio tipo silla.
» Sips =2y pu1 < —1/2 entonces el origen es un nodo estable.

» Sipg =2y pu; =—1/2 entonces az = ag = 0. Se requiere calcular ay.

La figura (3.4) es un diagrama que muestra la bifurcacién del sistema de acuerdo al
cambio en los pardmetros p; y po.
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Mo
[ ] Silla-nodo
e - Silla
— Nodo estable
1/2 Uy

Figura 3.4: Diagrama de bifurcacion.

Los bosquejos de retrato fase de este sistema para cada caso se muestran en las

figuras (83). B0) v (67,

\y

N

Figura 3.5: Nodo estable: po =2y up < —1/2.



34

Un valor propio cero

X

Figura 3.7: Silla: po =2y pg > —1/2.

Uy
\

Figura 3.6: Silla-nodo: ug # 2.



Capitulo 4

Dos Valores Propios Cero con Multiplicidad
Geométrica Dos

Consideremos el sistema no lineal

con P(0,0) = Q(0,0) = 0. Supongamos que la matriz Jacobiana del sistema (4.1]) es
0 0
proar-a=(1 ).

La herramienta principal para estudiar el comportamiento en una vecindad del equi-
librio es el uso de una simple transformacién a coordenadas polares:

_ 2 _ 2,2
{:c—rcose {r =z +y (4.2)

y =rsinf 9 =arctan (¥).

Las derivadas respecto al tiempo de (r, #) se encuentran usando la regla de la cadena
en (4.2):

2rr = 2x3 + 2yy
. . 2
Y 9 2 YT — Y . cos®f . . .
tanf = == 00 = —— = |2y —
o z 0 x2 2 cos? 0 ey = 2y,
por lo que el sistema bajo el cambio de coordenadas es
. l . .
{ G2l (43)
0= 5(zy —yi),

con r # 0. Sustituyendo (4.2]) y (4.3) en el sistema (4.1 y eliminando z e y de r y

35
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0 tenemos
dr 1 . .
e — [zP(rcosf,rsind) 4+ yQ(rcos,rsin )]
r
= rcosB,rsinf)cosd + Q(r cos 0, rsin f) sin
P 0,rsind 0+Q 0,rsinf)sind
1
Zf = — [2Q(rcosf,rsinf) — yP(rcosd,rsinb)
,
1
= —[Q(rcosf,rsind)cosf — P(rcosf,rsinf)sinb)].
Q ,rsind 6 — P ,rsinf)sind
r

(4.4)
Dividiendo la ecuacién 7 por 8 tenemos la ecuacién para las curvas del retrato fase

dr TP(r cos 0, rsinf) cos O + Q(rcos b, rsinf) sin 0
dd  Q(rcosf,rsinf)cosfd — P(rcosf,rsinf)sinf’

(4.5)

4.1. P y Q: Polinomios homogéneos del mismo grado

Como un caso simple, supongamos que P y @ son polinomios homogéneos de grado
n en sus argumentos, esto es P(ax,ay) = a"p(z,y) y similarmente para Q). En este
caso, P(rcosf,rsinf) = r"P(cosf,sinf), entonces de (4.5) se sigue que
dr ™ [P(cos 6, sin #) cos 6 + (Q(cos 0, sin #) sin 6]
o,
do 7™ [Q(cos 8,sin #) cos @ — P(cos 0, sin #) sin 6]
P(cos@,sin @) cos + Q(cos b, sin ) sin 0
r
Q(cosb,sin @) cos @ — P(cos,sin ) sin O
y separando variables tenemos,
dr P(cos¥, s%nG) cos 0 + Q(cos 0, s%n@) s%n@da — 4(0)db),
r  Q(cosf,sinf)cosf — P(cosb,sinf)sin b

con
P(cosf,sin @) cosd + Q(cos b, sin @) sin 0

0) = :
9(6) Q(cos B, sin @) cosd — P(cos b, sinf) sin
Integrando ambos lados de la ecuacién anterior,

e /99<¢)d¢

ro T 6o
0
=Inr—Inrg = /g(qb)dgb
Oo
0
= (0, (r0,00)) = roelto 9@ (4.6)

Si el equilibrio fuera asintéticamente estable, entonces para todo (rg, 0), 7(t,79) — 0
cuando t — oo. Para que esto ocurra, la integral de la funcién g debe converger a
menos infinito. Note que g(6 + 27) = g(0), entonces una cantidad importante a
considerar es

G = /0 9(0)d6. @)

Estudiaremos tres casos: G =0, G # 0 y que G sea infinita.
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= Centro Topolégico:

Teorema 7. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema . Si
G = 0 entonces, localmente, el origen es un centro topolégico.

Demostracion:

2] Op+2m
r(f) = roefeo 9(9)dé _y r(0p +27) = roefgo 99)4% por otro lado tenemos que

Oo+2m 2 Oo+2m
/ 9(6)do = m@w+/ 9(9)do.
0o 6o 27

Hacemos el cambio de variable w = ¢ — 27 y notemos que g(w) = g(¢), por lo
que

Oo+2m 21 6o 21

[ o= [ a@or [ gino= [ g@ris=a=o
fo 0o 0 0

Por lo tanto,

Op+2m

r(0p + 2m) = roefeo 9(9)dé _ roe® = 19 = r(6p)

= Foco No-hiperbdlico:

Teorema 8. Sea el origen un punto de equilibrio aislado del sistema .
Si G existe y es distinta de cero entonces, localmente, el origen es un foco
no-hiperbdlico.

Demostracion:
Supongamos que 0 < w < fy < 27, como r(w) = roef% g(¢)d¢, tenemos que
w2
rw+2r) = roefgo 9(@)de
_ ppelin (@)t o a(0)ds

roelo 9(@)dé+ [5T 9(9)dé
= rpe S0 9(@)do 5T a(@)ds

= r(w)e’
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Si G > 0, la curva forma una espiral hacia afuera (creciendo). En caso contra-
rio, forma una espiral hacia adentro (decreciendo)como se muestra en la figura

)

G«0 G=0

/Z’

AN

Figura 4.1: Retrato fase local si G existe y es distinta de cero.

= Nodo No-hiperbdlico:

Si G no existe, entonces g tiene una singularidad no integrable en algiin punto
0. donde el denominador es igual a cero.

D(8.) = Q(cosb.,sinb.) cosf. — P(cosb,,sinb.)sinf. = 0,

esto es 6 = 0. En este caso, la integral en (4.6]) no estd acotada cuando 8 — 6.
Este dngulo define una direccién asintética de aproximacion al origen cuando
t — +oo (t — —oo si es inestable y ¢ — oo si es estable).

Cuando un equilibrio es un nodo no-hiperbélico, existen una o més direcciones
correspondientes a Orbitas de convergencia o divergencia. Estas orbitas divi-
den un pequeinio disco alrededor del equilibrio en sectores, acotados por curvas
asintoticas. Los sectores pueden ser de tres tipos: eliptico, hiperbdlico o pa-
rabolico, como se muestra en la figura (4.2)).
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Figura 4.2: Sectores: a) hiperbdlico, b) parabdlico y c) eliptico.

Un sector parabdlico esta acotado por dos curvas del mismo tipo asintético, am-
bas convergentes o divergentes. Los casos hiperbdlicos y elipticos se distinguen
por el signo de 9; por ejemplo en la figura 1) 6 > 0 cuando r — 0, entonces
si la direccién de convergencia es contra-reloj de la divergente, es eliptico; en
otro caso es hiperbdlico. La dindmica local en el caso no hiperbdlico es no
acotada: toda dérbita en el sector que no esta en la direcciéon de convergencia
eventualmente abandona cualquier disco alrededor del equilibrio.

Una silla hiperbélica provee el ejemplo estandar de un equilibrio con sectores
hiperbdlicos, cada sector acotado por un eigenvector es hiperbdlico. Un nodo
no-hiperbdlico puede ser una combinacion de sectores dependiendo del sistema

(E1).

Lema 2. Si 6, es tal que D(6.) = 0 entonces D(6. + m) = 0.

Demostracion:

Dado que cos(f. + m) = —cos b, y sin(f. + 7) = —sinf,, y que estamos supo-
niendo que P y () son homogéneos, tenemos

Q(—cosf.,—sinf.) = (—1)"Q(cos b,,sinb.),
analogamente para P. Entonces,

DO.+7) = Q(cos(O.+ m),sin(0. + 7)) cos(0. + )
—P(cos(f. + 7),sin(f, + 7)) sin(f, + )
= Q(—cosb., —sinb.)(—cosb.) — P(—cos b, —sinf.)(—sinb.)
(—1)""1Q(cos b,,sinb.) cos b, — (—1)" L P(cos b, sin 6, sin ..
(—1)""! [Q(cos 6., sin B.) cos §, — P(cos b, sinb,.) sin 6]
(—1)"1D(0,)
0
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Asi que, si existe una direccién asintética de aproximacién al origen, entonces
existen dos direcciones, en una linea recta que cruza por el origen con pendiente
tan #.. La velocidad en r sobre una direccién asintotica 6. queda determinada

por
dr n ) ) )
i [P(cosf.,sinf.) cos . + Q(cos b, sin f,.) sin 6]
P 0.,sinf.)sinf. .
= [P(cos 0c,sin6.) cos 6. + (c0s 0, sin f) sin sin 96]
cos 0,

_ P(cosf.,sin .) cos? . + P(cos b, sin ) sin’ 6,

N cos 0,
dr r"P(cosf.,siné,)
i 4.

= dt cos b, ’ (4.8)

donde D(f.) = 0 fue utilizado para eliminar (). En consecuencia, r crece o
decrece asintéticamente dependiendo del signo de , implicando que el rayo
0 = 0. es una direccion asintéticamente estable o inestable. Note que sgn (%)
para 0.+ 7 es (—1)"! el de .. Entonces cuando P y @ tienen un grado par
en r, un signo nos da aproximacion y el otro divergencia, pero si tiene grado

impar tienen el mismo comportamiento.

Procederemos a ver algunos ejemplos donde se muestra los distintos casos para G.

4.1.1. Ejemplos

Ejemplo 6. Considere el sistema

i = Pla,y) = —a2 -
' 4.9
{?JZQ(w,y):x3+xy2 (4.9)
En coordenadas polares, usando , el sistema @ se transforma en
; 1 3 3 3 3
r = ;(—x y—x° +yr’ +xy ) =0
: 1 1 1 9 r2)2
b = S @+ e 1y') = S (et ') = S () = (r2>

por lo que tenemos que

ar _0 , dr
do  r2
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de donde se tiene

2m
9(9)50:>G:/ 0d6 = 0.
0

En consecuencia, el origen es un centro topoldgico; ademds, toda orbita periodica
fuera del origen tiene un periodo T = 2712, lo cual se obtiene de 6. La figura
nos muestra el retrato fase del sistema .

Figura 4.3: Retrato fase del sistema l}

Ejemplo 7. Considere el sistema

i = P(x,y) = — (2 +9?) (x+y)
{ J=Q(z,y) = (2> +y*) (z —y) (4.10)

observe que

rio= —a(@®+y?) (e +y) +y (@ +y7) (@ - y)
— (@2 +1?) (—a? — 2y +ay — o)
4
= T

2 = z(2*+9y°) (z—y) +y (@®+ ) (z+y)
= (2497 (22— 2y + 2y — ¢?)

= i

Por lo que el sistema en coordenadas polares se transforma en
F=—r3
=r2
dr r3

luego, o5 = —75 = —r y separando variables obtenemos,
dr

= —1df = ¢(0) = —1.
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Por lo que f;; g(p)do = f;o —1d¢p = —¢ \goz —0 + 0y, si 0 — +oo la integral
G — +o00. Por lo tanto, el origen es un foco no-hiperbolico. En este caso, todas
las trayectorias giran en espiral alrededor del origen infinitas veces cuando t — oo y
r — 0. La figura nos muestra el retrato fase para este ejemplo.

w

=
(SN

=

Figura 4.4: Retrato fase del sistema 1)

Ejemplo 8. Considere el siguiente sistema

: 2 2
T=y"—x
{ g 2wy (4.11)

Aplicando la transformacion a coordenadas polares a este sistema tenemos

o= ay? — a2 —2xy? = —xy? — 23 = —x(2® + y?) = —r3cosh
=7 = —r’cosf
r20 = —2:U2y — y3 + y:J:2 = —y(x2 =+ yz) = —r3sind
=60 = —rsinf,
de donde
dr  —r?cos@

dr
o 7P r t0 = — = cot 0db
do —rsinf reovy = r €0

=g(f) = cotb.
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Lo cual implica que g(6) = cot(0) tiene una singularidad en § = 0 y 7. Por lo tanto,
toda trayectoria que se aproxime al origen lo debe de hacer a lo largo del eje x y el
origen es un nodo no-hiperbdlico. Note que 7 < 0 en =0y 7r >0 en 0 = 7.
Entonces el eje x positivo es estable y el eje x negativo inestable, lo cual es facil de
ver si restringimos el sistema a y = 0, entonces © = —x? por lo que el origen es

semiestable. El retrato fase del sistema se observa en la figura ({.5).

6=0

Figura 4.5: Retrato fase del sistema 1}

Ejemplo 9. El sistema

. 2 2
T =y"x—x°Y
. 4.12
{ozve s (1.2
en coordenadas polares es
ri=zi+yy = y’x®—dy+yrd+y* =rtsin (9(}05 0 + sin? 9)—7“ sin” #
rzézxy—yj: = zf 42y — Pr + 2%y? = rtcos? (QCOS 6 + sin? 9)—r cos 6

N 7 = r3sin’ 6
0 = r?cos? 6,

entonces se sigue que

dr r3sin? @

dr
RN — 2 _— = 2
0 12020 rtan® 0 = " tan” 6d0.
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Por lo tanto, g(0) = tan? 0, cuyas singularidades son = 5y 37” En ambos casos,
i >0 cuando r — 0. En consecuencia, los sectores definidos por 0 € [55, 2] y [Z, 27|

son ambos parabdlicos. Para este caso, @ puede ser resuelta explicitamente

0
Inr = lnro—i-/ tan? ¢do
0

0

0
= lnro—f—/ (sin2¢—1)d¢
0o

= tanf — 0 — tang, +6

=r0) = cetan =0

De modo que r(0) — 0 cuando 0 — % |4 y cuando 0 — 3T |,; aqui los limites

solo de un lado. De este manera mostramos un comportamiento tipico en un sector
parabolico: todas las orbitas en el interior del sector en el que solo uno de los sectores
frontera es tal que r — 0. Este retrato fase es mostrado en la figura @

B=m/2

Figura 4.6: Retrato fase del sistema 1)

Ejemplo 10. Analicemos el siguiente sistema:

& =a%(y — =)
{ y=y*(y — 2x), (4.13)

pasando a coordenadas polares se obtiene
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rr o= 3( —:U)+y3( —2x)=r 4 [Cos3ﬁsin9—cos49+sin49—2cosﬁsin39]
= 4t [sm@ cos ¢ [cos 0 — 2sin 9] [Sin2 0 — cos® 9”
4 1 3 3 |
= sin(20) —fsm 0—§sm 6+§cos 0 — 5 c08 6| — cos(260)
afl 3
= sin(26) 5 + B cos(26) | — cos(26)
= = % [(35in(20) — 4) cos(20) — sin(26)],
20 = xy(y—2z) —yai(y —z) =t [cos §sin® 6 — 3 cos® @sin? @ + sin 6 cos® 4]

1 3 1
= 2r*sinfcosh |=sin?0 — = sinfcosh + = cos? f
2 2 2
1 3
= r*sin(26) {2 ~3 sin 6 cos 9}

=0 = 7jsm(w) 2 — 3sin(26)]

entonces 6 = 0 para 6 = ", 9* = Lsin~! (3) ~20.9° y0 =75 —0"~69.1° A lo
largo del eje x y en 0%, r < 0 mientras que a lo largo del eje y y en 5 — 0%, 7 > 0.
El sector [0,0%] es parabdlico, ya que ambas asintotas son convergentes. El sector
(0%, 5 — 0] es eliptico ya que 0 < 0 en el sector. El sector [5 — 0", 3] es parabdlico, y

finalmente, [5, 7| es hiperbdlico ya que en este sector 0 < 0. El andlisis para el resto
de los sectores se realiza de forma semejante. Esto nos da la configuracion mostrada

en la figura .

Figura 4.7: Retrato fase del sistema 1)
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4.2. P y Q: Polinomios homogéneos de distinto grado

Supongamos ahora que P y @ son polinomios homogéneos de grado n y m, respec-
tivamente, tales que n # m, n,m > 2y n,m € N.

En general, para este caso podemos escribir el sistema (4.1)) como

i = P(z,y) = apz" + a1z ly + asx™ 2P + . 4 an_1xy™ L+ any”

g = Qz,y) =box™ + bz Ly 4+ ber™ 2y + .+ byp1zy™ F by™,
(4.14)

con a;,b; € R. Sin pérdida de generalidad, supondremos que m > n.

Teorema 9. Sea el origen un punto de equilibrio aislado para el sistema Y
sea k = m—n > 0. Si ag # 0 entonces el origen es un nodo no-hiperbdlico.
Aun mas, existen al menos una y a lo mds n+ 1 soluciones invariantes a través del
origen, las cuales se encuentran determinadas como sigue:

(i) y = g™ + O(|x|*+2),

con gy = (szﬁ' Si bg = 0 entonces y = 0 es invariante.

(it) y = oz + appah 4+ O(|z[+2),

donde oY es un real diferente de cero que satisface P(1,a)) =0y %—5(1, af) #

_ Q)
0.9 awrr = oo 70

Demostracion:

Primero proponemos una curva en serie de Taylor tal que y = h(x) y h(0) = 0 como
sigue

y = h(z) = gz + asz® + awx® + - - = zg(x)
donde g(z) = oy + asx + azx® + ...

Si y = h(x) es solucién de (4.14)), entonces satisface la ecuacién homoldgica § =
B (x)i. Luego,

y—h'(x)E = 0

Q(z,h(z)) — W (2)P(z,h(z)) = 0

2" Q(1, g(z)) — h'(z)z"P(1,g(z)) = 0

a” [2"7"Q(L, g(x)) — W (x)P(1L, g(z))] = 0
2" Q(1,9(x)) — W' (2)P(1,9(x)) = 0 (4.15)
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donde
P(l,9(z)) = ao+aig(z)+azg*(x) + ...+ ang"(z) = Go + a1z + asa® + ...,
Q(1,g(x)) = bo+big(z) +bag? (@) + ...+ bug™(x) = by + by + bea® + ...,
con

&0 = P(l, 041)

a; = ag(?;;(l,al)
ay = L 3‘32 5 (L ar) +a38];(1,a1)
az = ;, 3?;];(1,041)+a2a322;;(1,a1)+a4?;(1,a1)
iy = 1 0/21(24143(1 o) + 1a%a3(?93];(1’a1) + % (a% + 20004) ?;;23(1,041) + a52§(1,a1)
a5 = ! ag 25]53(1 ar) + 10420436;4]:(1 1) + % (a203 + ajau) gsy];(l,m)
+ (azoy + azas) ;}2)(1 ai) + ag 81:(1,041)
. 1 kakP P
U = T2k (1,01) +"'+ak+187y(1’a1) (4.16)

entonces de (4.15]) tenemos

0 = 2F (130+l;11:+l~)2x2+...) 7(a1+2a2x+3a3x2+...) (do+&1x+d2x2+...)

0 = —ajag— (051(11 + 2042&0)%‘ — (051&2 + 2001 + 3063&0)%2 — ...

—(1ag—1 + 200ak—2+ ...+ kakflo)l‘k_l

+(bo — a1ag — 200081 — ... — (k + Dajpprao)z” + . .. (4.17)

De donde ajag = 0 por lo que tenemos dos caminos: a; = 0 6 ag = 0.

» Si ay = 0 entonces ap = P(1,0) = ap # 0. De (4.16) y (4.17)) se sigue que

ar=a3=...=qar=0,y
bo — (k + 1)agy1ao = O
& by — (kj + 1)ozk+1a0 = 0
_ bo
= Ok+1 = (ktl)ao’

por lo tanto tenemos siempre la solucién invariante que cruza horizontalmente
a través del origen,
_ k+1 k+2
y=agpz " +O(|z[").
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» Para que a9 = P(1,a1) = ap + a1a1 + ... + aza] = 0, esta ecuacién debe

tener soluciones o reales y distintas de cero ya que ag # 0 por hipétesis, las
cuales pueden o no existir. Por el teorema fundamental del algebra, sabemos
que existen a lo méas n soluciones reales a la ecuacién, por lo que tenemos a lo
mas n direcciones invariantes para este caso.

Sea of tal que satisface P(1,a]) =0y %—5(1,@’{) # 0, entonces

0171‘&1 + 2a0a9 = 0
Oéiazafy(l,ai") =0
= ag = 0.
Andlogamente tenemos
az=...=a =0,

por lo que ay = akH%—I;(l, af), entonces de 1) se obtenemos

50 — a{&k = 0
ap 0
< Q(L Oz{) - agak+17y(17a{) = Q(L,a7)
_ Qo)
< Ok+1 — ai%—};(l,ag)'
— Q(LO(T) H
Afirmamos que gy = 2P (LaT) # 0, lo cual es lo mismo que afirmar que
1oy \H1

Q(1,a7) # 0. Supongamos que no lo es, entonces, como ) es un polinomio
homogéneo de grado m, obtenemos que

Q(1,a7) = 0
< 2™Q(l,af) = 0, x#0
& Qz,afjz) = 0.

por lo que si analizamos el campo sobre la recta y = ajz tenemos

t = P(z,ajz)=z"P(l,a])=0
= Q(l‘»a{x) = me(la Ojln) =0
por lo tanto, la recta y = o]z es un continuo de equilibrios que pasa por el

origen, lo cual es una contradiccién, ya que por hipétesis el origen es un equi-
librio aislado del sistema. En consecuencia Q(1,aj) # 0.

En conclusién, si existen soluciones reales a la ecuaciéon P(1,a1) = 0, que
ademéas cumplan que %—5(1,&1) # 0, entonces cada soluciéon af aporta una
direccién invariante dada por

y = alz + apa T + O(|zF )
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Una vez que conocemos la aproximacién para h(z) procedemos a evaluarla en & =
P(z,vy), es decir, analizamos P(x,h(x)) para determinar el comportamiento sobre
las separatrices, analogamente al andlisis para P y () homogéneos del mismo grado.
Por lo que bajo este razonamiento y del teorema anterior se desprende el siguiente
corolario.

Corolario 1. (Comportamiento sobre las separatrices)

= Seay = appa 4+ O(|z]?),

e Siag >0, entonces:

(i) para n par, el flujo sobre la curva es hacia la derecha.

(ii) para n impar, la curva es inestable.
o Siag <0, entonces:

(i) para n par, el flujo sobre la curva es hacia la izquierda.

(ii) para n impar, la curva es estable.
= Seay = afz + it + O(|jzF?),

o Si Ay > 0, entonces:

(i) para m par, el flujo sobre la curva es hacia la derecha.

(ii) para m impar, la curva es inestable.
e Si Ag <0, entonces:

(i) para m par, el flujo sobre la curva es hacia la izquierda.

(ii) para m impar, la curva es estable.
donde Ay = ak“%—g(l,a{).

Demostracion:

Si consideramos la curva y = agy125T + O(|z|¥+2) (del teorema anterior), entonces

& = Pz, h(z))
2"P(1, ozt 4 .. )
= 2" |ag+ ay(grz® +..) +as(oggrz® + .0 )2+ Fan(aggia® + )"]

_ aoxn_’_o(|$‘n+1)

por lo que el término que domina en el comportamiento sobre la curva es agx™.
Sabemos que ag # 0 por hipdtesis, entonces si ag > 0 y n es par el flujo es siempre
positivo, pero si n es impar la curva es inestable, ya que si z > 0 el flujo es positivo
y si z < 0 el flujo es negativo. Anédlogamente, si ag < 0, para n es par el flujo es
negativo y si n es impar, la curva es estable.
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Ahora analicemos el comportamiento sobre y = afx + ag 12" + O(|z|F2):

& = P(z,h(x))

2"P(1,0fx + apz®t 400

= 2"ao + a1(afx + a2+ )+ ag(lr 4+ a4 )2+
Fan(afz 4+ appz® 40"

= 2"(ap + a1 + ... 4 apa ) +(ar0pq1 + 2000 gy + . ..

P(1,a7)=0

+nana§n71ak+1)xk +...]

n
= (a1 Y daaf )z™ + O(lz[™ )
=1

aP ' m m
= ak+1afy(17a1)l’ +O(|jz[™)
= Aox™ + O(|z|™1)

donde Ay = ak+1%—§(l,a{). Recordemos que aj11 # 0y 86—];(1,0/1") # 0, asi que
Ag # 0. Entonces, si Ag > 0, para m par & > 0, por lo que el flujo es a la derecha
y si m es impar, la curva es inestable. Si Ay < 0, para m para el flujo es hacia la
izquierda y si m es impar, la curva es estable.

Teniendo el comportamiento sobre las separatrices, los sectores comprendidos entre
dos direcciones que entran o dos que salen son sectores parabdlicos, pero si tene-
mos una direccién que converge y una que diverge, analizamos 6 en cada sector
comprendido entre dos separatrices para determinar si tenemos un sector eliptico o
hiperbdlico.

Mostraremos como aproximar las separatrices de los sectores y determinar el com-
portamiento en cada sector del nodo no hiperbdlico, cuando P y @ son polinomios
homogéneos de distinto grado, de acuerdo al teorema @ mediante los siguientes
ejemplos.

4.2.1. Ejemplos

Ejemplo 11. Consideremos el siguiente sistema

i o= a2

zy. (4.18)

Comon =2ym =3, k=1. Por el teorema (@ existe una direccion invariante
que pasa por el origen, entrando de forma horizontal, la cual es justamente el eje
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T ya que el coeficiente by del sistema es cero. Para conocer el resto de las curvas
invariantes debemos encontrar las raices del polinomio P(1,a1), como sigue:

P(l,al) =

l—a% =

o O

Q
[l V]
Il
|
—_

:>04}:1 Y

Por lo que tenemos tres direcciones invariantes que pasan por el origen para este
sistema.

Notemos que %—5(1,1) =-2#0y %—I;(l,—l) = 2 # 0. Por lo que para of =1

tenemos ag = —1/2 y para a% = —1 tenemos ag = —1/2. En consecuencia las apro-
zimaciones de las curvas invariantes alrededor del origen son hi(z) = 0, la curva
ho(z) = o — 322 + ... y hs(z) = —x — 322 + ..., por lo que debemos determinar

como es T sobre estas curvas.

Observemos que sobre hi(x) =0, & = 22 por lo que el flujo se mueve siempre hacia
la derecha. Para hy tenemos que & = x> +. . ., este primer término es el significativo,
ya que nos encontramos en una vecindad del origen, por lo que si x > 0 el flujo se
mueve hacia la derecha y para x < 0 el flujo se mueve hacia la izquierda; para hs
resulta & = —x3 4 ..., por lo que >0 siz <0y 2 <0 en el otro caso.

Estas curvas nos dividen un disco alrededor del origen en seis sectores los cuales
debemos determinar de que tipo son. Podemos concluir que existiran dos sectores
parabolicos comprendidos entre el eje x y hy en el semiplano y > 0, ya que tenemos
dos direcciones que se alejan del origen, asi como entre el eje x y hs en el mismo
semiplano, ya que aparecen dos direcciones que convergen al origen. En el resto de
los sectores podemos tener sectores elipticos o hiperbdlicos ya que se encuentran en-
tre una direccion que entra y una que sale del origen en todos los casos, por lo que
debemos determinar como es 0 en cada sector.

Mediante un calculo sencillo tenemos que 0 = r [(% — o8 9) sin(26) + sin 9] , hemos

calculado 0 para cada sector. El sector comprendido entre ha y hs en el semiplano
positivo para y tenemos que 0>0 por lo que tenemos un sector eliptico, en el sector
opuesto tenemos 6 <0 lo cual nos produce un sector hiperbolico, mientras que en
los dos sectores restantes del semiplano y negativo obtuvimos que 0 > 0, teniendo
sectores hiperbolicos en ambos. Finalmente el retrato fase para el sistema se muestra

en la figura (@
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Figura 4.8: Retrato fase del sistema 1'

Ejemplo 12. Consideremos el sistema

3 3
i = 23— 59323/ - 5963/2 + 97,
y = 5z°+32%y% — 2°. (4.19)

En este caso tenemos n = 3, m = 5 por lo tanto k = 2, observemos que ag # 0,
entonces haremos uso del teorema (@ para determinar las curvas invariantes de este
sistema.

Inicialmente tenemos la direccion que atraviesa horizontalmente por el origen, la
cual es

hl(x):a3x3—|—...:§x3+....

Las soluciones de la ecuacion
3 3
P(l,0q) = a3 — ia% —pont 1=0
son
al =-1,2=1/2 ya} =2,

por lo que tenemos cuatro direcciones invariantes para el sistema.
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Ahora, notemos que

oP P

9 0 9 oP 9
—(1,—-1) = = —(1,1/2) = ——

@(1,2) = 5 7&07

por lo que podemos hacer uso del teorema para calcular el coeficiente ag respectivo
a cada solucion. Como Q(1,—1) = 10, Q(1,1/2) = 91/16 y Q(1,2) = —47, para
al = —1 tenemos az = —20/9, para o3 = 1/2 tenemos az = —91/18 y finalmente
para ai’ = 2 tenemos as = —47/9. Por lo que las curvas invariantes respectivas a

cada raiz de P(1,a1) son

20 .
ha(z) = —x—jox‘5+...
1 91
hg(l’) = §$—Ex3+
47

A continuacion determinaremos la dindmica sobre cada una de estas curvas inva-
riantes de acuerdo a i. Sobre la curva hy(x) tenemos @ = x3 + ..., por lo que i es
positiva para x > 0 y & es negativa para x < 0; para ha(x), & = —%1‘5 +... asi que
t>0enxz<0yz<0enxz>0.Enhs(x) tenemos & = %x“r’—&-..., por lo tanto
z>0parax >0 yz <0 para x < 0. Finalmente, la dindmica sobre hy(zx) esta

dadapor:i::—%x“r’—i—..., entonces © >0 para x < 0 y & <0 para z > 0.

Notemos que tenemos dos sectores parabolicos comprendidos entre hi y hg, ambos
saliendo del origen; y tenemos otros dos sectores parabdlicos comprendidos entre
ho y hg ambos convergiendo al origen. Nos resta determinar como son los cuatro
sectores comprendidos entre una direccion que entra y una que sale, para ello hemos
determinado el signo de 6 en cada sector, para el sector comprendido entre hi y ho del
lado derecho del eje y obtuvimos 6> 0 por lo tanto, éste es un sector hiperbdlico, de
igual modo tenemos otro sector hiperbolico en el sector comprendido entre hy y ho del
lado contrario, ya que 0 también es positivo. Por dltimo, para los dos sectores que se
encuentran entre hs y hy a ambos lados tenemos que 6>0 por lo que ambos sectores
son elipticos. En conclusion, el retrato fase del sistema queda determinado

por la figura @
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— e e — ——ﬁ——}

hy

Figura 4.9: Retrato fase del sistema 1'

Ejemplo 13. Consideremos el sistema

i o= —223+ 4a2y — 3xy® + y3
4 2,2 3
xt =ty + xy, (4.20)

comon = 3, m = 4 entonces k = 1. Notemos que ag = 2 # 0, por lo tanto, del
teorema (@) tenemos la direccion invariante

1
2 2
y=hi(z) = agx +...:—Ea: + ...
Para determinar si existen mds direcciones invariantes requerimos buscar las raices
del polinomio P(1,01) = oz:f - 30(% + 41 — 2. Hemos calculado estas raices y estas
son

al =1l =1+iyal=1-1,

notemos que tenemos una solucion real y dos complejas, pero solo la raiz real nos
aporta una curva invariante, por lo que en total tenemos dos direcciones. Determi-
naremos de acuerdo al teorema el sequndo coeficiente correspondiente a ol = 1 el

cual podemos utilizar ya que %—I;(l, 1) =10 por lo que el siguiente coeficiente es
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por lo tanto tenemos una sequnda curva invariante, la cual es
y=ho(z) =z +2%+...

Procederemos a analizar la dindmica en cada una de estas dos curvas invariantes

que atraviesan por el origen. Primero, para hi(x) tenemos que © = —2x3 + ..., por
lo que la velocidad en x es positiva para x negativas e inversamente, la velocidad en
T es negativa para x positivas. En el caso de hao(x), & = 2* + ..., entonces el flujo

sobre ha(x) se mueve siempre hacia la derecha.

Una vez teniendo las separatrices y su dindmica resta determinar de qué tipo es cada
sector. Debajo de hy(z) tenemos dos sectores comprendidos entre dos direcciones que
convergen al origen por lo que ambos sectores son parabdlicos. En el sector que se
encuentra arriba de hy y del lado derecho de hs, 6 > 0, por lo tanto ese sector
es hiperbdlico; del lado izquierdo 0 < 0, asi que ese sector es también hiperbdlico.
Finalmente obtenemos el retrato fase para el sistema , el cual se presenta en

la figura .

"N N SN S S

Ry

Figura 4.10: Retrato fase del sistema ()
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Capitulo 5

Dos Valores Propios Cero con Multiplicidad
Geométrica Uno

Consideremos el caso cuando la matriz A tiene dos valores propios cero con multi-
plicidad geométrica uno, es decir,

Df(O,O)NJ:<8 é)

En este caso, como se vio en Preliminares en la Teorfa de Formas Normales (seccién
2.2.1.) , el sistema puede ser escrito en su forma normal como se sigue

T =y
) = agz" [+ g(x)] + bpz"y [1 + h()] + 57 R(x,y) (5.1)

donde h(zx), g(x) y R(z,y) son analiticas en una vecindad del origen, h(0) = g(0) = 0,

Podemos determinar la forma del retrato fase del sistema (5.1]) en base a los siguientes
dos teoremas.

Teorema 10. Sea k = 2m + 1 con m > 1 en y sea d = b2 + 4(m + 1)ag.
Entonces:

I Siag >0, el origen es una silla (topoldgica).
II. Siag <0, el origen es

1. Foco o centro si:
a) b, =0.
b) by #0 yn>m.
c) by #0,n=m yd <0.
2. Nodo si:
a) by, # 0, n un ndmero par y n < m.
b) b, # 0, n un ndmero par, n=m y d > 0.

Para ambos casos, si b, < 0 es estable y b, > 0 es inestable.

o7
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3. Punto critico con dominio eliptico si:
a) by, # 0, n un nimero impar y n < m.

b) by, # 0, n un numero impar, n =m y d > 0.
Demostraciéon:

Procederemos a encontrar curvas solucién invariantes del sistema (5.1). Para ello
proponemos una curva H en su expansiéon de Taylor tal que

y=H(z) = aa"+arz™™ ..., (5.2)
entonces
y = H'(z)d
= H'(z)y
= H'(z)H(x). (5.3)
De (5.1), (5.2) v (5.3)
(agmeQmH + .. ) + bz (apz” +...) = razx%_l +... (5.4)

La idea serd tratar de “balancear” la ecuacién ([5.4)), notemos que el lado derecho es
O(|z|?>—1), sin embargo, el lado izquierdo es O(|z|*™*1) 6 O(|z|**"), dependiendo
de cual sea el nimero menor entre 2m + 1y n + r.

» Si 2m +1 < n+ 7, entonces § = O(|z|*™*!) por lo que deberemos hacer
2m+ 1 = 2r — 1, lo cual se logra haciendo, » = m + 1. En este caso

2m+1 < n+r
2m+1 < n4+m+1
=4
m < n.

= Si2m+ 1 < n+r, entonces hacemos n +r = 2r — 1, es decir r = n + 1, luego

2m+1 > n+4r
2m+1 > n4+n+1
54
m > n.

Por lo tanto, consideraremos dos casos m < ny m > n.
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Caso m < n:

Si m < n entonces proponemos

H(z) = appy12™ ™ + apppoz™ 2 + . (5.5)

De (j5.4)) tenemos

x2m+1 +

(a2m+1 ) +bpa” (2™ ) = (m+ Dad, 2T L

e Si m < n entonces
2
azm+1 = (m+ 1)ag, 1y
luego,

ag
m-+1

Am+1 = + (56)

Observacion 6. Observemos que si b, = 0 se sigue el procedimiento
anterior, por lo que el coeficiente 41 para este caso es también (@

e Si m = n entonces
m+1 + bpmy1 = (m+1 2
aom+1 + OpQumi1 m Yoo 1

luego,

bn £ /02 +4(m+ Day, b, £Vd
2(m+1) C2m+ 1)

Am+1 = (57)

Por lo tanto si m < n tenemos dos direcciones y si m = n podemos tener
una o dos direcciones de acuerdo al valor de d. En cualquiera de los casos la
velocidad sobre estas curvas esta determinada por

T = am+1xm+1 + ...
(m+1)a2, 122" 4. (5.8)
Caso m > n:
Si m > n proponemos H(x) como
H(z) = app12™™ + a0z + .. (5.9)

En consecuencia, de (j5.4]) tenemos

(azm412?™ )+ bpa” (anra™ 4L = (n 4 Dag 2+
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Como m > n obtenemos que
bpani1 = (n+1)a2,,

by
n+1

ont1 =0 6 Qpy1 =
Si ap41 = 0 procederemos a encontrar el primer ay,4 # 0 con ¢ # 1, de este
modo tenemos
_ n+
H(z) = oppqr"™7+...

H(z) = (n+qQanigax™ T 4+

Para que ap4q 7# 0 necesitamos que 2m + 1 = 2n + ¢, por lo tanto ¢ =
2(m —n) 4+ 1 y obtenemos

(a2m+1 + Qnpgbp)e®™ T4+ = (n + q)aqu:cz(”ﬂ)*l +...
Por lo que agm4+1 + anygbn = 0 esto ocurre si y solo si agm—ny1 = —Z—k.
Entonces
H(z) = agmpz®™ "4 (5.10)

Por lo tanto si m > n tenemos dos direcciones invariantes cuyos primeros
coeficientes de su expansion en serie de Taylor son

bn

= 5.11
Gt n+1 ( )
para la primera curva y
ag
A2m—n+1 = _bi (512)

n

para la segunda.

Por lo tanto si m > n tenemos dos direcciones de grado distinto. La velocidad
sobre estas curvas esta determinada por

i = ozn+1a:"+1 + ...
= (n+ a2 2"+ ... (5.13)
para la primer direccion, y
T = a2m_n+lx2m—n+1 + ...
(2m —n+ l)a%m_onQ(Qm_”)H +... (5.14)

para la segunda curva.
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Notemos ademds que fuera de las curvas H(z) se cumple que & > 0 para y > 0,
z=0paray=0y z <0 paray < 0.

Una vez establecido lo anterior en forma general, procederemos a analizar cada uno
de los casos que menciona el teorema (10]).

» I: Si a; > 0 tenemos que d > 0. Por lo tanto, de (5.6) y (5.7)) se sigue que para
m < n 6 b, =0 (notemos en (5.7) que b, < \/&), tenemos dos curvas invarian-
tes tales que sus primeros términos son del mismo grado pero con signo distinto.

Analicemos primero el caso m + 1 par. Sobre la curva con a;,+1 > 0, observe-
mos de que £ >0, y < 0paraxz <0yy >0 para x > 0. Andlogamente
sobre la curva con ap,41 < 0, tenemos © < 0, y < 0 para z < 0y y > 0 para
x > 0. Seguimos un andlisis andlogo para m + 1 impar.

Los retratos fase para los casos m + 1 par y m 4+ 1 impar se observan en la

figuras (5.1)) y (5.2)), respectivamente.

A
il
A

Y

Figura5.1:ap >0ym+1parrm <n Figura 5.2: a > 0 y m + 1 impar:
6b,=0. m<nodb,=0.

Ahora, si m > n podemos observar de y que nuevamente tenemos
dos curvas cuyos primeros coeficientes tienen signos opuestos y grados distin-
tos pero con la misma paridad. De y , analogamente a como lo
hicimos en el caso m < n, obtenemos los siguientes retratos fase, figuras
y paran+1 par y m+1 impar (estos retratos fase se hacen considerando
b, > 0, el caso contrario se realiza de forma semejante).
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1

)=

Figura 5.3: a, > 0 y n+1 par: m > n. Figura 5.4: ay, > 0 y n+1 impar: m >
n.

izl

Por lo tanto, si ax > 0 el origen es un punto Silla.

= IT: Supongamos que ar < 0 y analicemos los siguientes casos:

1. a) Si b, = 0 entonces a,,+1 se encuentra determinado en (5.6) pero
ap < 0, por lo que este coeficiente no esta definido.

b) Si b, # 0y m < n, nuevamente a,,+1 estd determinado en (5.6) y no
esta definido.

c) Sib, #0y m=n, apy1 estd determinado en (5.7, en consecuencia
si d < 0 tenemos que a;,+1 nuevamente se indefine.

En ninguno de los tres casos podemos encontrar curvas invariantes que
pasen por el origen, por lo que podemos descartar sillas, sillas-nodos, no-
dos, cuspides o la existencia de sectores, pues no hay separatrices, como
posibles escenarios para el origen.

Por otro lado, de podemos notar en Z que el sistema bajo las condi-
ciones anteriormente mencionadas se encuentra girando en el sentido de
las manecillas del reloj, un ejemplo de ello se muestra en la figura .
Por lo tanto, el origen es un foco o un centro.
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2.

2)

=
]

&

Figura 5.5: Centro.

Si b, # 0, n es par y n < m podemos ver en (5.11)) y (5.12) que te-

nemos dos direcciones del mismo signo y diferente grado pero ambos
impares.

De y (5.14)) si consideremos b,, > 0 (el caso by, < 0 es andlogo),
obtenemos para ambas curvas que si x > 0y y > 0 tenemos © > 0y
y>0;8six<0yy<0tenemos £ <0y y < 0. Por lo que estas dos
separatrices siguen el mismo flujo (ambas inestables).

Por lo tanto el origen es un nodo e incluso podemos conocer su es-
tabilidad, si b, > 0 el origen es inestable y por el contrario si b, < 0
el origen es un nodo estable.

Si b, # 0, nes par,n=myd > 0, observemos de que podemos
tener dos direcciones é una en el caso d = 0, notemos también que
Vd < b, ya que ai < 0, en consecuencia ambas direcciones tienen el
mismo signo (el signo de by,) y como n es par las curvas H(x) cuyos
primeros coeficientes son ay,+1 comienzan en grado impar. De (5.8))
podemos observar que nuevamente el sistema se comporta como en
el caso anterior y nuevamente el signo de b,, determina la estabilidad,
con b, < 0 para el caso estable (incluso en el caso de una sola curva
invariante) . Por lo tanto, el origen es un nodo.

La figura ([5.6) muestra el retrato fase que presentan ambos casos, consi-
derando b, > 0 el otro caso (b, < 0) arroja un retrato fase similar pero
estable.
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3.

k?J/?
ﬁ
/K

Figura 5.6: Nodo para k impar, b, > 0.

a) Sib, # 0, n es un nimero impar y n < m. Nos encontramos en el ca-

so en que tenemos dos direcciones 41 ¥ Q2m—n+1, COMO se expresa
en y (5.12), por lo que tenemos dos curvas H(xz) tales que su
primer término es de grado par distinto pero sus coeficientes son del
mismo signo para ambas. Por lo que sobre estas curvas, de y
(5.14), observamos que si b, > 0 (el otro caso es andlogo) entonces
>0,y>0paraxz >0y y <0 paraz <O0.

Las curvas invariantes son separatrices, fuera de éstas curvas que pa-
san por el origen, como ya mencionamos antes, £ > 0 para y > 0y
Z > 0 para y > 0, por lo que para este caso tenemos dos sectores
parabdlicos entre una curva y otra, un sector hiperbdlico en la par-
te superior a las curvas (de acuerdo a &) y un sector eliptico en la
parte inferior a ambas curvas, recordando que estamos considerando
b, > 0. Si esto ocurre decimos que el origen es un Punto Critico
con Dominio Eliptico. Podemos observar el retrato fase para este

caso en la figura ((5.7).
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Figura 5.7: Dominio eliptico con dos Figura 5.8: Dominio eliptico con un
sectores parabdlicos, uno eliptico y sector eliptico y uno hiperbdlico.
uno hiperbdlico.

b) Si b, # 0, n es un nimero impar, n=my d > 0, de tenemos dos
casos, para d > 0 tenemos como en el caso anterior dos direcciones del
mismo signo y de grado par igual, de modo que tenemos un retrato
fase como en el caso anterior, como en la figura . Si d = 0 tenemos
una sola direcciéon cuyo signo esta determinado por el signo de b, y
de grado par, asi que si b, > 0 tenemos que & > 0 sobre la curva, en
la parte superior a la curva el flujo se mueve hacia la derecha por lo
que tenemos un sector hiperbdlico y bajo la curva el flujo se mueve
hacia la izquierda (direccién contraria a la curva separatriz) por lo
que tenemos un sector eliptico. En este caso también se dice que el
origen es un Punto Critico con Dominio Eliptico. El retrato fase
en este caso se observa en la figura .

Teorema 11. Sea k =2m conm > 1 en . Entonces el origen es:

1. Cuspide si:

a) b, =0.
b) by #0 yn > m.

2. Silla-nodo si b, #0 yn < m.

Demostracién: Recordemos que el sistema es de la forma

T =y
§ = apa"[1+ g(x)] + bpa"y [1 + h(z)] + y*R(z,y)
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a)

En el caso en que b, = 0 el sistema es de la forma

T =y
) = akxk + ...
luego,
@ B apzh + ...
de Y ’

separando variables tenemos
ydy = (apz® + .. .)dz,

e integrando ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos que las so-
luciones del sistema son

y:i\/Q <kcff1x’f+1+...) +c.

Notemos que si la constante ¢ = 0 obtenemos las curvas invariantes que
pasan por el origen y la velocidad en = esta dada por el signo de la raiz,
por lo que tenemos una direccién que converge al origen y una que sale,
como se muestra en la figura . Este tipo de comportamiento se conoce
como cuspide.

?
N

)\

Figura 5.9: Cuspide, k par y b, = 0.

Consideremos el caso en el que m es par, b, # 0 y n > m. Para este caso
utilizaremos la técnica del blow-up aplicada al sistema , haremos uso
del blow-up en la direccién x positiva, y del blow-up en la direcciéon = ne-
gativa, analizados en los ejemplos 4 y 5 de Preliminares, respectivamente.

Consideremos aj > 0, entonces hacemos el siguiente cambio de coorde-
nadas

ukJrl
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de donde tenemos que & = 2uu, entonces

i ub e uky

'l:L:i: = —

2u 2u 2

Por otro lado, § = (k + 1)u*iv 4+ u*+10, entonces

— (k + 1)uFaw
s

1

= [u% (ak(l + g(u2)) + bpu R ly(1 4 h(u2)))

o (- 0]

k+1
— a4 by | J2F )uk—1U2

+ut! <ak9(u2) + bnu2n_k+1vh(u2) T u%zR(u, 1})) ’

por lo que el sistema bajo el cambio de coordenadas es

1
w = —ufv
2
E+1
v = akukfl—i-bnu%v—i( T )ukfva

2
Hufl <akg( 2+ bR b (u?) + uQUzR(u,v)> :

Ahora dividimos el sistema anterior por u*~! para obtener un nuevo sis-
tema el cual es que analizaremos, notemos que nos encontramos en el caso
en que n > m por lo que 2n — k + 1 > 0, entonces el nuevo sistema bajo

el blow-up es

. 1
u = =uv
2
O = ag + bnu?nfkdrl,v . (k;_ 1),02

+ (ang ) + b h(u) 4 0202w, v))

los puntos de equilibrio para este sistema son P; 2 = (O, + ,%’“1) Mien-

tras que la matriz Jacobiana del sistema en general es

= 111 %u
Df(u’v):<(2n—k+1)b u?nky 4 . ...—(k—i—l)v)’
evaluando en los puntos de equilibrio tenemos
5 1 / Qak O
Df<P1) = b Ys
0 —(k+1)

Qak
k+1 0

0 (k+1)

1
N[

Df(P) =

ﬁ+
,_. —
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Notemos que ambos equilibrios son ahora hiperbdlicos por lo que po-
demos utilizar el teorema de Hartman-Grobman, por lo que se puede
observar que ambos equilibrios son tipo silla. P; tiene una variedad ines-

table tangente a la recta v = 4/ ,%’“1 y una variedad estable sobre la recta
u = 0, inversamente P» tiene una variedad estable tangente a la recta
v=— % y una variedad inestable sobre la recta u = 0, como pode-

mos ver en la figura (5.10)).

Recordemos que con este blow-up, al efectuarse la transformacion del
plano u-v al z-y, solo consideramos la direccién u positiva y ésta a su
vez, solo nos aporta el retrato fase en la direcciéon x positiva, por lo que
la figura en u-v, al contraer el origen, se transforma en la figura

(B-11) en a-y.

Figura 5.10: Blow-up direccién x+. Figura 5.11: Retrato fase en z positiva.

Ahora, resta analizar como es el retrato fase en el lado izquierdo del plano,
para ello emplearemos el blow-up en direccién x negativa. Para este caso
el cambio de coordenadas es

r = —u’
y = uFtly
entonces
Ly
u = —§uv
k+1
v = apuf T+ (1) bu + wuk_lvz

2
bt <akg(u2) + b wh(u?) + v R(u, v)) ,
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dividiendo el campo por ©*~! tenemos

. 1
u = —=
QUU
k+1
b= ap+ (—1)"bpu Mo + (;“)1;2

+ (akg(—UQ) + bpu?*Hyh(—u?) + u*0?R(—u, v)) .

Notemos que &« = 0 < v =06v = 0. Si u = 0 entonces v = 1/22&’“,
lo cual no puede ocurrir ya que supusimos a; > 0, por lo que no te-
nemos ningun equilibrio en el eje v. Luego, si v = 0, entonces v = 0 <
1+g(—u?) = 0, por lo que pueden existir equilibrios aislados en el eje u, de
ser asi, restringimos nuestro dominio a una vecindad menor del origen, es
decir, de modo que localmente no tengamos ningtin equilibrio. Para u = 0
tenemos una direccion invariante con flujo positivo. Observemos también
que si v = 0 las soluciones no tienen velocidad en u, por lo que atraviesan
el eje u de forma vertical. Como nos encontramos en una vecindad del
origen, el término que domina en v es ag, por ser positivo, el flujo en la
direccién v sobre todas las soluciones también lo es, mientras que en la
direccion u el flujo dependerd del cuadrante en el que nos encontremos,
por ejemplo, en el segundo y tercer cuadrante, éste serd negativo. De lo
anterior obtenemos el retrato fase en u-v, observado en la figura (5.12).

Como vimos en Preliminares, consideramos la direcciéon u positiva para
obtener el retrato fase en el lado izquierdo del plano z-y. De este modo, al
transformar éstas curvas obtenemos el retrato fase observado en la figura

G.13).

Figura 5.12: Blow-up direccién =~ . Figura 5.13: Retrato fase en x negativa.

Finalmente, unimos los retratos fase ([5.11)) y (5.13)) para obtener la ctspi-
de (figura [5.14)). Si aj < 0, la situacién es anéloga.
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Figura 5.14: Retrato fase final: cispide.

En conclusion, si k es par y tenemos, b, = 0 6 b, # 0 con n > m el origen es
punto de equilibrio tipo cispide.

: Supongamos que n < m, b, # 0y k = 2m. Buscamos una curva H(z) en
serie de Taylor tal que H(0) = 0y y = H(z), por lo que §y = H'(z)H(x)
propondremos la curva H(x) de la siguiente forma y procederemos a encontrar
su primer coeficiente:

H(z) = appz™+... (5.15)
= H'(z) = (n+Dappia™+...
Entonces

(agmem + .. ) + bpx" (an+1x”+1 + .. ) =(n+ 1)ai+1x2"+1 +...

Notemos que si n < m, 2n + 1 < 2m de este modo obtenemos que

bnan—i-l = (n + 1)04721_,'_1

=
bn

n +

1 =0 6 oapp1 =

Si ap41 = 0 debemos encontrar el primer coeficiente a4 de H(z) distinto de
cero. Por lo que propondremos

H(z) = apqr" 0+ ...
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en consecuencia,
(azma®™ +...) + 0pa™ (g™ +..) = (n 4 Dag @07 4

asi, para que oy, 4 7 0 necesitamos que 2m = 2n+-¢q por lo que debemos hacer
q = 2(m — n). Notemos que

2ln+q)—1=4m—2n—1=2m+ [(m —n) — 1]+ (m —n) > 2m,
por lo que
aom +bpopyg = 0

= 09m—-n — ——F.

Por lo tanto si b, # 0 y n < m tenemos dos curvas invariantes cuyos primeros
coeficientes son

bn

Op41 = ntl (516)
por lo que
H(z) = apz"™ 4.y
r = Oén+1$n+1 + ...
g = (n+1a2 2+ (5.17)
para la primera curva y
ag
A9m—n = —bf (518)
n
para la segunda, con
Hz) = aomnz®™ 4.,y
o= QgL
= (2m—n)ad,, ,x*Fm-ly (5.19)

Analicemos el comportamiento del flujo sobre estas curvas invariantes. Supondre-
mos ar > 0y b, > 0 (los otros casos se analizan de forma andloga), supongamos

también que n + 1 es impar, entonces para la curva H(z) = app12™™ + ..., con
ap+1 especificado en ((5.16)), tenemos @ > 0y ¢ > 0 si > 0, por el contrario & < 0
y 9 < 0six < 0. Laotra curva, H(z) = agm_nz?™ ™ + ..., con agy_n < 0 de

acuerdo a , inicia en grado par por lo que & < 0 sobre toda la curva, § > 0 si
r<0yy<0siz>0.El retrato fase para este caso se observa en la figura ,
el caso n + 1 las soluciones tienen el mismo comportamiento pero se invierten las
paridades de el grado inicial de las curvas.
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Figura 5.15: Punto de equilibrio tipo Silla-nodo.

Por lo tanto, bajo estas condiciones el origen es un punto de equilibrio tipo silla-
nodo.

5.1. Ejemplos

Para mostrar la utilizacién de los dos teoremas anteriores presentaremos los ejemplos
siguientes:

Ejemplo 14. Consideremos el sistema

T =y
g = az®+b2y, a #0. (5.20)

En este caso tenemos k impar con m = 1 y n = 2. Notemos que el origen es el
Unico punto de equilibrio del sistema, gracias a nuestros teoremas facilmente podemos
determinar que:

= Sia >0 el origen es un punto de equilibrio tipo silla.

= Sia <0 el origen es un punto de equilibrio tipo foco ¢ centro.

Los retratos fase para este ejemplo se muestran en las figuras Y .
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Figura 5.16: Retrato fase de (5.20)), Figura 5.17: Retrato fase de (5.20)),
a > 0: punto silla. a < 0: foco o centro.

Ejemplo 15. Analicemos el sistema

1 = x1+ X2
J:Q = —IT1 — T2 + Oél':f + B:L‘ZQL; Oé,ﬁ € Ra ﬁ 7& 0. (521)

Los puntos de equilibrio para este sistema son Py = (0,0) y Py = (—%, %), notemos
que st a = 0 el origen es el unico equilibrio. La matriz Jacobiana del sistema es

1 1
Df(w) = < —1+3ax? -1+ 483 )’

evaluando la Jacobiana en Py tenemos

1 1
Df(Py) = .
J(P2) <—1+?§§ —1+4g§>
a3

Los wvalores propios de la matriz Df(Ps) son A2 = 2%—2 + 4%‘—2 — % sia#0
este equilibrio es hiperbolico por lo que su comportamiento puede ser determinado
mediante el teorema de Hartman-Grobman de acuerdo con los valores para o y 5.
Por lo que ahora nos enfocaremos en determinar como es el retrato fase en una
vecindad del origen.

La matriz Jacobiana del sistema evaluada en el origen es

a=ofen=( 3 )

cuyos valores propios son \12 = 0 y los vectores propios asociados a ellos son vi =
(1,-1D)T y vy = (1,0)T. Por lo que la matriz P de cambio de coordenadas y su

muversa son
_ 1 1 1 _ (0 -1
r=( 1 o)er=(V )
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0
0 0
coordenadas y = P~ 2. Bajo este cambio de coordenadas el sistema queda como

como la matriz P es tal que P~'AP = < ), introducimos ahora el cambio de

Y1 = yo—aly+y2)* — Byt
Yo = a(y +y2)° + Byt

haciendo el cambio de variable z1 = y1 + y2 y 22 = y2 tenemos el finalmente el
sistema

21 = 22
Zy = azi+ Paf — 4Bz + 682322 — ABz1 25 + Bz,

el sistema se encuentra ahora en su forma normal por lo que podemos ahora emplear
el teorema, notemos que n = 3,

= Sia#0 entonces k es impar con m = 1, por lo que n > m, se sigue que

e Sia > 0 entonces el origen es un punto de equilibrio tipo silla.

e Sia <0 entonces el origen es un punto de equilibrio tipo foco o centro.

» Siao =0 entonces k es par con m = 2 yn >m entonces el origen es un punto
de equilibrio tipo cispide.

Los retratos fase del sistema , en una vecindad del origen, para cada caso se
muestran el las figuras (5.18), (9-19) y (5.20).

Figura 5.18: Retrato fase de 1’ a > 0: punto silla.
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Figura 5.19: Retrato fase de l} a < 0: foco.

O\

N\

=

Figura 5.20: Retrato fase de 1} a = 0: cuspide.



76

Dos Valores Propios Cero con Multiplicidad Geométrica Uno




Capitulo 6
Valores propios imaginarios

En general, el poder distinguir si un punto de equilibrio en el plano es un foco o un
centro es un problema clésico, el cual sigue quedando abierto, pues no se a logrado
dar una caracterizacion explicita para ello. Sin embargo, existen ciertas herramien-
tas, como el cambio a coordenadas polares, que nos permiten distinguir entre uno
y otro, asi como también existen caracterizaciones para ciertos tipos especificos de
campos, algunas de éstas seran tratadas en el capitulo presente.

Consideremos el sistema & = f(z) con z € R?, tal que f(0) =0y

0 —w

Asz(O)sz(w 0

> con w > 0.

Notemos que los valores propios de la matriz A son los niimeros complejos A1 2 = =+i.
Sin pérdida de generalidad, podemos hacer un cambio de coordenadas tal que la
matriz Jacobiana del sistema puede ser escrita en su forma normal J, por lo que el
sistema alrededor del origen puede ser transformado como

& = —wy+pz,y)
j wz +q(z,y) (6.1)

donde p,q = o(z,y).

Ejemplo 16. Consideremos el sistema no lineal

T = —y—l—x\/xQ—i—yzsin(l/\/a:Q—i-yz)
y = x+y\/$2+y2sin<1/\/:n2+y2)

para 2 +y? # 0 y definimos f(0) = 0. Cambiamos el sistema a coordenadas polares

rr = xt+yy
= —ay+2®Va? +y?sin (1/\/%2 —i—yQ) + 2y + y*V/22 4+ y2 sin (1/\/gc2 —i—yQ)
= r3sin(1/r)
0 = Ty — yx
= x2+xy\/x2+y2sin<l/\/x2+y2>+y2—my x2+y2sin(l/\/x2—|—y2>
2
= r

7
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entonces el sistema bajo el cambio de coordenadas es
7 = r2sin(1/r)
P

para v > 0 y 7 = 0 para r = 0. Podemos ver que para r = %, n=12...7 es

igual cero, por lo que las circunferencias r = % son soluciones del sistema. Ademds
1

para % > T > Gre tenemos nm < % < (n+1)m entonces observemos que 1 < 0 si
n es impar, por otro lado si n es par v > 0. Por lo tanto las trayectorias entre las
circunferencias r = % giran acercando o alejdndose a una de estas circunferencias,
como se muestra en la figura . FEste comportamiento alrededor del origen es

llamado foco-centro y lo definimos a continuacion.

.

——

X

(72
&

|

|

Figura 6.1: Foco-centro.

Definicidn 4. El origen es llamado foco-centro de st existe una sucesion de
curvas solucion cerradas I'y, con I'y11 en el interior de T'y, tal que I'yy — 0 cuando
n — oo y tal que toda trayectoria entre I'y, y I'n41 converge a una de estas curvas
cerradas cuando t — +0o.

En general, si el origen es un equilibrio para el sistema (6.1)), en una vecindad de él
existen tres posibles escenarios los cudles se muestran en el siguiente teorema.

Teorema 12. Sea E un conjunto abierto de R? conteniendo al origen y sea f €
CY(E). Supongamos que el origen es un equilibrio aislado para el sistema . En-
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tonces el origen es un punto de equilibrio tipo centro, foco o foco-centro.

Demostracion:

Haciendo el cambio del sistema (6.1)) a coordenadas polares obtenemos

rr = xT+yy
= —wzy +p(z,y) +wry + yq(z, y)
= rcosfp(rcosf,rsinf) + rsinfq(rcosd,rsinfh)

0 = xy—yi
wr® + zq(z,y) + wy® — yp(z, y)
= wr? 4 rcosfq(rcosh,rsinf) — rsin Op(r cos O, rsin ),

por lo que el sistema en coordenadas polares es

7 = cosfOp(rcosf,rsinf) + sinfq(rcosh,rsinb)

. 1
0 = w+ —[cosbq(rcosf,rsinf) — sinOp(rcosh, rsinb)]. (6.2)
T

Luego, por hipétesis p, ¢ = o(r), es decir, |p(rcos @, rsinf)/r| — 0y |q(r cosd,rsinb)/r| —
0 cuando r — 0. En consecuencia,

17l - lp(rcosB,rsin)| + Jsiné) |q(r cos @, 7sin0)|
,
< !p(T'COStgarsinﬁ)!|+ lg(r cos B, rsind)| o
r T

entonces 7 = o(r) y de manera semejante obtenemos que 6 = w+o(1) cuando r — 0.
Por lo tanto existe una d tal que si 0 < r < § entonces

0 —w| <e
haciendo € = w/2 tenemos que 0 > w/2 > 0. Entonces para 0 < 79 < J y 0y € R,
wt
0(t,ro,00) > -t 6p — oo cuando t — oo,

ademds tenemos que 6(t,7p,6p) es una funcién de ¢t monétona y creciente. Sea t =
h(0) la inversa de esta funcién mondtona. Definimos

7(0) = r(h(0),r0,00) para 0 <rg < dy Oy € R
entonces de (6.2]) 7(0) satisface la ecuacion diferencial

% _ F(f,@) _ cos Op(7 cos 8,7 sin @) + sin Oq(7 cos 0, 7 sin 6)

w + (cos@/7)q(7 cos B, 7sin @) — (sinO/7)p(F cosf,7sin @)
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Supongamos que el origen no es un centro ni un foco-centro del sistema no lineal
(6.1). Entonces para una § > 0 suficientemente pequena, no existen trayectorias
cerradas en la vecindad Ng(0)\ {0}. Entonces para 0 < r9 < J y 0y € R tenemos dos
casos (0 +2m) < 7(0y) 6 7(0p+2m) > 7(6p). Supongamos que el primer caso ocurre.
El segundo caso lo podemos tratar de forma similar. Si 7(6y 4+ 27) < 7(6p) entonces
7(0o + 2km) < 7(6p + 2(k — 1)7) para k = 1,2,3, ..., de otra manera tendriamos dos
trayectorias de pasando por el mismo punto, lo cual es imposible. La sucesién
7(0p + 2km) es mondtona, decreciente y acotada por cero, por lo tanto el siguiente
limite existe y es no negativo:

71 = lim 7(6p + 2km).
k—o0

Si 71 = 0 entonces 7(0) — 0 cuando 6 — oo, es decir, r(t,r,00) — 0y 6(t,7r0,60) —
oo cuando t — oo por lo que el origen es un foco estable para el sistema . Si
r1 > 0 entonces, como |}~7(7“,9)] <MconMeRpara0<r<4dy0<80<2m,lasu-
cesion 7(0y+ 60+ 2km) es uniformemente continua en [0, 27]. Por lo tanto, por el lema
de Ascoli (probado en Rudin: Teorema 7.25), existe una subsucesién convergente de
7(6p + 0 + 2k7) convergiendo a la solucién 71(0) que satisface 71(0) = 71(0 + 2k );
es decir, 71 es una érbita periddica de , lo cual es una contradiccion, ya que
supusimos que no existian trayectorias cerradas de en Ns(0) \ {0} donde el
origen no es un centro ni un foco-centro. Por lo tanto si el origen no es un centro ni
un foco-centro, 7 = 0 por lo que el origen es un foco para el sistema .

Un foco-centro no puede ocurrir en un sistema analitico. Esto es consecuencia del
Teorema de Dulac, cuya prueba la podemos encontrar en el libro de J. Ecalle. Dicho
teorema establece lo siguiente:

Teorema 13. (Dulac) En cualquier region acotada del plano, el sistema analitico
i = f(x) con x € R? tiene a lo mds un nimero finito de ciclos limite.

Del teorema anterior y el teorema (|12]) se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2. Sea E un subconjunto abierto de R? que contiene al origen y sea f
una funcion analitica en E. Supongamos que f alrededor del origen es de la forma
. Entonces el origen es un foco o un centro para el sistema & = f(x).

Ejemplo 17. Consideremos el sistema

= —y—a° -y’

&
] x—z’y -y’ (6.3)
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notemos que el sistema es un centro en la linealizacion, analizaremos el com-
portamiento alrededor del origen para este sistema no lineal. Realizamos el cambio
a coordenadas polares

i = —xy—at —2?y? + oy — 2%yt —yt
= —7“4
0 = 2% — w?’y - a:y3 + y2 + x3y + :cy?’
2
r

por lo que el sistema es

= —7"3

6 = 1

Notemos que 7 < 0 y 0 > 0 por lo que las soluciones giran convergiendo al origen.
Por lo tanto el origen es un foco no hiperbdlico estable para el sistema . El
retrato fase del sistema se muestra en la figura .

Figura 6.2: Foco no-hiperbdlico.

Como hemos visto, una herramienta que nos permite identificar si el sistema es un
foco o un centro es el uso de coordenadas polares, otra herramienta que nos ayuda a
determinar el comportamiento del origen es la existencia de simetrias en la ecuacion
diferencial. Las simetrias mas sencillas de observar son las simetrias respecto al eje
x vy al eje y.
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Definicién 5. El sistema & = f(x) con x € R, es simétrico con respecto al eje
si es invariante bajo la transformacion (t,y) — (—t, —y); es simétrico con respecto
al eje y si es invariante bajo la transformacion (t,x) — (—t, —x).

La existencia de estas simetrias nos permite establecer el siguiente teorema:

Teorema 14. Sea E un subconjunto abierto de R? conteniendo el origen y sea
f € CHE) si el sistema no lineal @ = f(x), x € R? es simétrico con respecto al eje
T o respecto al eje y, y si el origen es un centro para la linealizacion del sistema,
entonces el origen es también un centro para el sistema no lineal.

Demostracion:

Por el teorema sabemos que cualquier trayectoria en la vecindad Ns(0) que
cruce el eje x positivo, cruza también el eje x negativo. Si el sistema es simétrico
respecto al eje x entonces las trayectorias en Ng(0) serdn simétricas respecto al eje
x y en consecuencia todas las trayectorias en Ns(0) serdn cerradas. Por lo tanto,
serd un centro para el sistema no lineal.

|
Ejemplo 18. Analicemos el sistema
T = —y—zy
y = x+2% (6.4)
En coordenadas polares tenemos
. T, . . 1 2 2
ro= ;(a:aH—yy) = ;(—:Uy—x y+ay+yz) =0
0 = i(av —yx) = i(332—4—9534— 24 ay?) = i(TQ—I—T:SCOSQ) =1+2>0
- ’r'2 Yy Yy - 7“2 Yy Yy - T2 -

para x > —1, entonces a lo largo de toda trayectoria en el semiplano x > —1, tene-
mos r(t) constante y 0(t) es creciente y no acotada cuando t — oo. Por lo tanto el
origen es un centro para el sistema no lineal sistema .

Notemos que este sistema tiene simetria respecto al eje x, ya que al aplicar la trasfor-
macion (—t,—y) al sistema, tenemos que si x(t) — x(—t) entonces &(t) — —x(—t),
y ademas si y(t) — —y(—t) entonces y(t) — y(—t), asi que

= —(—(-y)—az(-y) =—-y—ay
= x4z
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por lo que efectivamente el sistema es invariantes bajo la transformacion (—t, —y).
Por lo tanto, de forma alternativa, si inicialmente notamos que el sistema tiene
simetria, por el teorema podemos concluir que el origen es un centro para el
sistema , como hemos comprobado al pasar el sistema a coordenadas polares.
El retrato fase del sistema se muestra en la figura .

o

e
o

.

Figura 6.3: Centro topoldgico.

Ejemplo 19. Consideremos en una vecindad del origen el sistema Hamiltoniano

& = y—a?

y = —x+2xy

(5) = (o)) (6.5)

con Hamiltoniano H(z,y) = 3(2%+y?) — z%y. El Hamiltoniano representa la energfa
del sistema, la cual es invariante, es decir, dH/dt = 0, por lo que en los sistemas
Hamiltonianos se cumple que & = 0H /0y y & = —0H /0x.

Sabemos que el sistema es analitico por lo que descartamos la posibilidad de que el
origen sea un punto de equilibrio tipo foco-centro. Por otro lado, el sistema no
tiene simetria respecto al eje x ni respecto al eje y, por lo que no podemos afirmar
de esta forma que el origen sea un centro.
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Sin embargo, haciendo uso de las propiedades de los Hamiltonianos dibujamos las
curvas del nivel del Hamiltoniano H, es decir,

2?4y — 2%y =c

las cuales son curvas cerradas alrededor del origen, por lo que el sistema (6.5)) es un
centro, a pesar de no ser simétrico, como se muestra en la figura (6.4)).

7S
&

Figura 6.4: Centro topoldgico del Sistema Hamiltoniano.



Capitulo 7

Continuos de equilibrios

Consideremos el sistema

& = P(z,y)

donde P y @ son polinomios homogéneos de grado n y m, respectivamente, con
n,m > 2.

Supongamos ahora que Py @ son tales que

= Q(x,y) = h(z,y)g(x,y) (7:2)

Como P y @ son polinomios homogéneos los factores h, f y g son también polino-
mios homogéneos, los cudles pueden descomponerse en producto de factores lineales
o cuadraticos (véase apéndice).

Analizaremos el comportamiento del retrato fase de acuerdo a las caracteristicas de
h(z,y).

7.1. Casol

Sea h(x,y) = ax + by entonces la recta ax + by = 0 representa un continuo de
equilibrios que pasan por el origen. Notemos que la recta h(x,y) = 0 divide el plano
en dos regiones, en las cuales, de un lado de la recta h(x,y) tiene signo positivo, y
del otro lado tiene signo negativo. Ahora analicemos el comportamiento fuera del
continuo de equilibrios, entonces

dy _ Y
de &
_ M@yl con h(x
= By flay) MOV O
_ 9=y
f(z,y)
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Por lo tanto, las trayectorias fuera de la recta ax + by = 0 siguen las soluciones del
sistema

) = g(z,y), (7.3)

salvo el signo de h(z,y) que cambia la direccién de la trayectoria, es decir, si
h(z,y) > 0 la direccién de la trayectoria se conserva igual a la solucién del sis-
tema ([7.3) y si h(x,y) < 0 las direcciones se invierten.

Por lo tanto, el problema se reduce a analizar el comportamiento de las soluciones
del sistema ([7.3)), de acuerdo a lo estudiado anteriormente para los casos en que el
origen es el Unico equilibrio, ya sea hiperbdlico o no-hiperbdlico.

Ejemplo 20. Consideremos el sistema

i = —(2®+ay—2y°) = (z+2y)(y—2)
g = —(@*+3zy+2y°) = —(z+2y)(z+y) (7.4)

entonces tiene como factor comin h(z,y) = x + 2y por lo que la recta x +
2y = 0 es un continuo de equilibrios. Notemos que en el semi-plano superior a la
recta © + 2y = 0 el factor h(x,y) es positivo y negativo en el semi-plano inferior a
ella. Procederemos a analizar el comportamiento de las soluciones fuera de la recta
h(z,y) =0, es decir, analizar las soluciones para el sistema

T = y—=x
y = —x—y (7.5)

Este sistema lineal cuya matriz Jacobiana es

-1 1
A =
(5 -1),
tiene como valores propios a A\ = =141 y Ao = —1 — 14, por lo que el sistema
representa un foco estable.

Por lo tanto, las soluciones del sistema original en el semi-plano superior a
la recta x 4+ 2y = 0 tienen la misma direccion que las soluciones del sistema ,
ya que x + 2y > 0, mientras que en el semi-plano inferior al continuo de equilibrios
cambian de direccion, debido a que x + 2y < 0.

El retrato fase del sistema en una vecindad del origen se muestra en la figura
. Notemos que los equilibrios en el semiplano izquierdo son inestables, mientras
que en el derecho son estables.
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Figura 7.1: Retrato fase del sistema 1D

7.2. Caso I1

Supongamos ahora que h(z,y) = |¢|?x? — 2 Re(c)zy + y?, donde ¢ y su conjugado
son raices complejas de los polinomios homogéneos P y ) (véase apéndice), por lo
que h(z,y) = 0 es elipse degenerada, es decir, el origen. Notemos también que si
c = a + Pi entonces

h(z,y) = |c[2:c2 —2 Re(c)zy + >
= (a2 + B2)x2 — 20y + y?
= (az—y)*+p%? >0,

por lo que, en este caso, el factor h(z,y) al ser cancelado en

dy y
dx T
h
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no altera el comportamiento de las soluciones del sistema

) = g(z,y), (7.6)

por lo que el sistema ([7.2)) se comporta como el sistema ([7.6]).

Ejemplo 21. Analicemos el comportamiento de las soluciones del siguiente sistema

i = (52% —dzy +y*)(y — 2)
= —(522 —day+ 1)) (z +vy) (7.7)

Notemos entonces que h(z,y) = 5x?—4dxy+y? = 0 representa una elipse degenerada,
la cual es solo el origen, y fuera del origen el factor h(x,y) > 0 por lo que el problema
queda reducido a analizar las soluciones del sistema

T = yYy—
= —(x+vy) (7.8)

que como vimos en el ejemplo anterior, es un foco estable. Por lo que el sistema

es también un foco estable, como se muestra en la figura .

Figura 7.2: Retrato fase del sistema ([7.7))
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7.3. Caso III

Un tercer y dltimo caso es cuando el factor h(z,y) es combinacién de factores li-
neales y/o cuadréticos, por ejemplo, h(z,y) = (a12 + b1y)(azx + bay) ... (|c1]?2? —
2Re(c1)zy +y?) . ... Por lo que los factores lineales igualados a cero, representan rec-
tas que pasan por el origen que son continuos de equilibrios, y los factores cuadraticos
igualados a cero representan Unicamente al origen.

Como vimos en el caso anterior, los factores cuadraticos fuera del origen siempre son
positivos, y cada uno de los factores lineales es una recta que divide al plano en dos
semiplanos, en los cuales de un lado de la recta el factor lineal es positivo y del otro
negativo. Entonces, nuevamente si nuestro sistema es

&= P(x,y) = h(z,y)f(x,y)
¥ =Q(z,y) = h(z,y)g(x,y)

cuando h(z,y) # 0 las trayectorias de las soluciones se comportan como las trayec-
torias de las soluciones de

y=g(zy) (7.9)

salvo el producto de los signos de cada factor lineal de acuerdo al sector del plano
donde se encuentre la condicién inicial. Por ejemplo si (x1,y1) se encuentra en un
sector sector comprendido entre dos continuos de equilibrios supongamos las rectas
a1x+bry = 0y acx+boy = 0, y este sector los factores a1z +b1y > 0y agx+boy > 0
entonces las direcciones de las soluciones de no se alteran, de igual modo si
ambos son negativos. En cambio si estamos en un sector donde alguno de estos
factores es negativo y el otro positivo, las direcciones de las soluciones se invierten.

Ejemplo 22. Consideremos el sistema

& = (z+2y)(3z —y)(52® — dwy +y°)(y — )
= —(z+2y)(3z —y)(52? — day + v*)(z +y) (7.10)

entonces las rectas hi(z,y) = x + 2y =0 y ha(z,y)3z —y = 0 son dos continuos de
equilibrios que pasan por el origen y hs(x,y) = 5x? — 4oy + y?> = 0 es justamente
el origen. Fuera de las rectas hy = 0 y hy = 0 las trayectoria de las soluciones se
comportan las soluciones del sistema

T = y—=x
= —(z+y)

el cual de los ejemplos anteriores, sabemos que es un foco estable. Por lo que basta
con analizar el signo del producto hi(x,y)hi(x,y) el cual queda determinado por
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la region del plano donde se localiza la condicion inicial. Si (&,7) se encuentran
en el sector comprendido arriba de hi(xz,y) = 0, donde hi(x,y) > 0 y arriba de
ha(z,y) = 0 donde ha(z,y) < 0 entonces el sentido de las soluciones en esa region
se invierte, andlogamente en el resto de los sectores.

El retrato fase del sistema se muestra en la figura (7.3).

Figura 7.3: Retrato fase del sistema ()
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Apéndice A
Factorizacién de Polinomios Homogéneos

Notemos primero que cualquier polinomio p es una suma de polinomios homogéneos.
Entonces p = FPy+ P, +...+ P,, donde P, es homogéneo de grado r con 0 < r <n
y n = grado p (algunos P, pueden ser iguales a 0. Asi que el grado 0 puede ser
interpretado como cualquier entero no negativo).

Teorema 15. Un factor de un polinomio homogéneo P % 0 es un polinomio ho-
mogéneo.

Demostracion:
Supongamos que P = pg donde p, ¢ son polinomios y p es no homogéneo.

Luego,

P+ -+ P, ,donde0<i<my P, P, #0,
q = Qj‘f’""f‘QmdondeOSanYQjaQn7é0'

Por lo tanto

P= )  PQ (A1)

i<r<m, j<s<n

P;Q; y P,,Qpn son polinomios homogéneos distintos de cero de grados i +j y m+n
respectivamente. Como i + j < m + n tenemos entonces al menos dos sumandos
con grados distintos, concluimos que P es no homogéneo, lo cual contradice nuestra
hipédtesis.

Teorema 16. Sea P(x1,x2) un polinomio homogéneo de grado n > 0. Entonces
existen constantes c;, d; tales que

n

P(z1,33) = [ [(cim1 + i) (A.2)
=1

Las constantes c;, d; son determinados unicamente por un factor de proporcionali-
dad.
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Demostracion:

Sea P = z7@Q, donde Q es homogéneo de gradon—ry z1 1 Q. Sea Q = > a;zizy "™ :
Entonces ag # 0, ya que en caso contrario x; | Q. Se sigue que Q(1,xz2) es de grado
n — r, entonces, del Teorema Fundamental del Algebra

n—r
Q(1,x3) = ag | [ (w2 — b3)
i=1
para algunas constantes by, ...,b,_, € C.

Por lo tanto,

Q(xlaxQ) = .T?_TQ(L%)
1

n—r
{5

= apx}” TH(x—l—b)
i=1

= Qo 1:[(.7}2 — .’L‘lbi) (A3)

de donde se sigue (A.2]).

A continuacion, probaremos la unicidad de la factorizaciéon . Renombremos los
indices tal que di,...,dr =0y dgy1,...,d, # 0. Como P # 0, lo factores lineales
en también son distintos de cero. Por lo tanto, a := ¢1...cxdgy1...dy # 0.
Por lo que tenemos

= l’lQ, donde Q(z1, z2) H <:B2 + $1>

i=k+1

Expandiendo el producto para (), obtenemos que a:g*k aparece en (Q; por lo tanto
21 1 Q. Ademsés —Cclifl ,---, —g* son las rafces de Q(1,xz9), contadas de acuerdo a
sus multiplicidades. Se sigue que los pares (¢;,d;), 1 < i < n, estdn unicamente

determinados por un factor de proporcionalidad.

Corolario 3. Sea P(x1,x2) un polinomio homogéneo de grado n > 0, entonces su
factorizacion real es de la forma

n—=k
n =z
P(z1,22) = aop H(ai:pg —bjz1) H (Jeil*z? — 2 Re(c;)x122 + 23)
i=1 i=k+1

para algin 0 < k < n, donde ag,a;,b; € R y ¢; € C.
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Demostracién: Por el Teorema 2 tenemos que si P = z7(), para algin 0 <r <mn,

P(.CL‘l, .CCQ) = aoa,"l" H (.’172 — di.’L’l)
1=r+1

donde d; € C es una raiz de Q(1, %) Si ¢; es raiz compleja entonces ¢; también lo
es, asi que los factores (xa2 + ¢;x1) y (w2 + ¢;x1) aparecen en la factorizacion de P.
Haciendo el producto de ambos factores tenemos

(:L‘g — Cl':l,‘l)(l‘g — 511‘1) = (Ci@)ZL’Q — (Ci + Ei)l’ll‘y + 1’%
|ci|?2? — 2 Re(c;) w2 + 23
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